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66. Sur la Structure des Fonctions d’Ensemble clans
les Groupes Topologiques Localement Compacts. I

Par Shizu ENOMOTO
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., May "13, 1955)

Nous utiliserons la notion de profondeur introduite par Prof.
Kinjirb Kunugi tout r6cemment. Pour le groupe topologique locale-
ment compact et non discret, qui sera 6tudi6 clans ces Notes, la
profondeur est 0, c.-h-d, il y a une suite monotone d6croisante de
voisinages de l’unit6 V,, (n= 1, 2,...) telle qu’il n’y a ancun voisinage
de l’unit6 qui est contenu dans tous les V, de la suite. Dans cette
Note, nous d6finirons de plus une branchez de voisinages de l’unit6
comme une suite particulire de celle mentionne plus haut, et nous
protons attention un systme des branches qui precise la topologie
de groupe. On a pour chaque branche un groupe topologique qui
est localement compact, s6parable et de plus isomorphe h un espace
m6trique. On verra que, pour les 6tudes des fonctions d’ensemble
d6finies clans le groupe topologique localement compact et non discret,
il suffit d’examiner les fonctions d’ensemble d6finies dans le groupe
topologique qui est de plus isomorphe un espaee mtrique.

Dans ces Notes, ( sera un groupe topologique localement
compact, non discret et a-compact, c.-h-d, tel qu’il y a une suite

des ensembles compacts A (i=1, 2,...) satisfaisant

D6finition 1. On appelle branche de voisinages de l’unitg dans
( ou simplement branche (de voisinages), une suite de voisinages

0 (n=l, 2,...) jouissant des propri6t6s suivantes:

1) est compact pour tout n.

2) 00+1(0+1)-16 pour tout n.

3) Pour tout point x (, il y a un indice no(X) tel qu’on a
xO__O+x pour tout n>no(X).

1) Kinjir6 Kunugi" Sur les espaces complets et rgulirement complets. I, Proc.
Japan Acad., 30, 553 (1954).

2) Voir la Ddfinition 1.
3) I1 s’agit du systme S* qui sera donnd dans la Ddfinition 2.
4) Un groupe topologique qui est un espace de Hausdorff.
5) Selon de l’tude de "P. R. Halmos: Measure Theory, 57 ", nous examinerons le

seul cas a-compact.
6) Si A, B sont deux sous-ensembles d’un groupe (R), AB dsigne l’ensemble

{ab; a A, b B} et AB-1 dgsigne l’ensemble Jtab-1; a A, b e B}. Er particulier, si
A, resp. B, se rduit un seul lment x, on l’crit par xB, resp. Ax.
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4)

On la d6sine par b" (n-l, 2,...).
De la propri6t6 2) dans eette d6finition, on. peat tirer aussit6t

la propri6t6 suivante 2"), en posan o(Z)--aZ(no(X), no(-X)).
2") Pour ou poin , il y a un indiee mo() tel qu’on a

xO+x et x+ pour tout nmo(X).
Pour montrer l’existence d’une branche de voisinages, donnerons

d’abord, sans d6monstration, te
Lemme 1. Soit A un ensemble compact dans . Alors, il y a

pour tout voisinage de l’unit6 un voisinage de l’unit6
tel qu’on a xxO et xO0x pour tout point x e A.

Th6or6me 1. I1 y a dans au moins une branche de voisinages
de l’unit4.

D6monstration. Puisque est a-compact, il y a une suite des

ensembles compacts A, (i--1, 2,...) telle que DA,--. Puisque la

profondeur de ( est 0,
s il y a une suite monotone d6croisante des

voisinages V (n-l, 2,...) telle que ( V)-0 et V. est compact.

Pons d’abord G=V, Ensuite, suppos6 que soit d6fini, donnons

+ de la mani6re suivante:
Soit G+ un voisinage de l’unit6 tel qu’on a

+(0+) pour tout point x e. OA,celui-l existe en vertu du
1=1

Lemme 1. Posons ,+-- V+ .
Alors, on peut voir que la suite 0, (n-l, 2,...) est une branche

de voisinages. Car,
1) 0, est compact, puisque V,,O, et V, est compact.
2) 0+(0+)-.,+(0+)-.
3) Pour tout point x , il y a un indite no(x) tel que x

Par suite, on a z At our tout no(Z), de sorte que
1=1

4) On volt videmment que (G0)0, puisque 0 V et
=o.

Corollaire 1. Soit V (n:l, 2,...) une suite quelconque des voisi-
nages de l’unitd dans (, alors il y a une branche b’O,(n=l,2,...)
telle que 0V pour tout n.

7) Si A est un sous-ensemble d’un espace topologique, A d6signe son adh6rence
et A ddsigne son int@ieur.

8) Puisque la profondeur de (R) est 0, on a une suite monotone ddcroisante des
voisinages de l’unitd Vn (n=l, 2,...) tel qu’il n’y a aucun voisinage de l’unit6 qui est

contenu dans tous les Vn de la suite. Pour la suite, on peut tirer aussitSt (Q Vn)=0.
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Thorme 2. Soient (n=1,2,...) une branche de voisinages

dans ( et Go--(0,. Alors, G est un sousogroupe, compact et in-

variant.

Dmonstration. D’aprs ce qu’on a .+0;+.+/, il

rsulte G= (., de sorte que G est fermi. De plus, G est com-

pact, puisque 0" est compact. Soit a, b G, alors a, b 0+ pour
-1tout n, par suite ab- 0,+0,+. Par consequent,

ab-. Done, G est un sous-groupe. Pour tout point x (, il y a,
en vertu de la dfinition, un no(X) tel que xO,O,+z pour tout
n no(x). On a done zG-x( G O)= (zOo)- (xO) (O+x)-

n n0(m) n0(m)

( O,+,)x-- ( O,)x-- Gx. G est done invariant.
n=n0()

Th6orme 3. Soient b’O, (n--l, 2,...) une branche de voisinages

dans et Gb--(,. Alors, le groupe quotient b--(/G9) est un

espace m$trique, sSparable et localement compact.

D6monstration. Montrons d’abord que la famille de voisinages

de l’unit clans ( est 6quivalente / la famille {#, (n--l, 2,...)}.o)
Pour cela, il suffit de prouver qu’il y a pour tout voisinage Vo de
l’unit6 dans (s un tel que VoGO,G. Supposons qu’on air un
voisinage V0 de l’unit6 clans ( tel que ,G-VoG 0 pour tout n.

Posons maintenant F,-O,G-- VoG. On a alors 0 F, = 0, puisque

F, (n-----l, 2,...) est la suite des ensembles ferm6s monotone dcroi-
sante telle que , F, et puisque est compact. De plus, on a

0 F, (O,G) ( (0,O,)- 0, G, par suite ( F, VoG 0, con-
n=l =I n=l n=l

tzairement i F,VoG---0. Cons6quemment, ( est isomozphe i un

espaee m6tzique, i) On voit aussit6t clue est s6pazable, puisque
( est -eompact. ( est loealement compact, Daz suite il en est de
m6me de

D6finition i. &" , (-=I, ,...) 6rant une banche de voisinaaes
de l’unit6 dans (s, le groupe quotient
quotient dtermin par la branche de voisinages b. D6signons par S
l’ensemble des branches de l’unit dans (. Etant donnes deux
branches b" . (n=l, 2,...) et b." . (n-l, 2,...), on dit que b est

9) ]tant donn6 un sous-groupe ferm6 et invariant G, nous entendons par (=(R)/G
le groupe quotient d4fini par la rdpartition en ensembles x.G, x e (R).

10) Nous d4signons par n la projection de 0n sur (R)/G.
11) Voir, Bourbaki: Topologie gdn6rale, Chap. IX, p. 7.
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plus fine que bl s’il y a pour tout (1. un indice re(n) tel que

0), et on le ddsigne par b b.. ttant b -b. et b. b, on l’crit
par bb.. Alors, "" satisfait la relation d’quivalence. Nous
dsignons par S* l’ensemble des classes d’quivalence suivant la
relation "-." et par b* la classe d’quivalence de b, et nous crirons
b* - b lorsqu’il existe b e b, b. e b* tels que b - b..

Thorme 4. 1) S* est ordonn$ par la relation " - ". 2) Pour
qu’on a bb, o b,b eS, il faut et il suffit qu’on a G-G%.
Cons$quemment, on peut poser Gb.-G, oie b e b*. 3) Pour une suite

b* (n--l, 2,...), b* S*, il y a une branche bo e bo* telle que b* bo*
pour tout n. ) La famille des voisinages de l’unitd dans ( est
$quivalente la famille {VGb.}, b* e S*, V $tant tous les voisinages
de l’unit$ dans (.

Dmonstration. On volt videmment 1) et 2). Pour 3): Posons
b ". (m--1, 2,...), off b e b,*, et prenons une suite des voisinages

--1

V--- 0_.+(n=l,2,...). En vertu du corollaire 1, il y a une

branche b0"0(n=l, 2,...)eS tel que V0 pour tout n. La
branche b0 jouit de la proprit voulue. Pour 4): Selon Corollaire
1, il y a pour tout voisinage W une branche bo--bo(W)" O, (n-- 1, 2,...)
telle que W pour tout n. On a alors W( 0y 0o.Go.

12) Pour la ddfinition de "relation d’ordre" voir Burbaki" Th4orie des ensembles,


