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78. Fonctions Presque Priodiques du Type Special. V

Par Shin-ichi 1ViATSUSHITA

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., June 13, 1955)

11. Rapport entre les trois espaces W, 0, et . Etant donn
un espace vectoriel uniforme , on notera C(G,) le sous-espace
vectoriel de ? form des applications continues de G dans . On
a alors le

Thorme 21. (G)(I(G)) est ferm dans C(G, .) (resp. C(G,))
muni de la topologie de la convergence uniforme.

RemarqueNous signalons ici expressment que, ce qui n’y
aurait pas g revenir comme nous ne nous intdressons qu’un groupe
opologique (l. c.), (G) (ou I(G)) se forme des fonctions continues
dans ? (resp. ); lorsqu’on parlait de ces espaces (dans Notes.
prcdantes _I[IV),) il tait oujours sous-etendu ce ait.

La dmonstration du Thorme sera facile, donc dispense.
En munissant C(G,) de la topologie de la convergence simple

(ou compacte), on le noe par C(G,)(resp. C(G,9.))et dfinit
l’espaces des fonctions presque priodiques gauche, not
(resp..I(G)), dans C(G, ) (resp. C(G, )). En gnral, W(G) et
/(G) ne sont plus ermds. Le Lemme suivant dcoule aussitbt de
la dfiniion elle-mme:

Lemme 4. Pour que C(G, ) soit p. p. dans C(G,) (c’est-
(-dire, ?g(G)), il faut et il sut que l’ ensemble H----- [-(x)ta soit
relativement compact (r. c.) dans muni de la topologie vague. Comme
L(Vo) est un espace "tonnel.5",) cette dernire condition est 5qui-.
valente chacune des propriSts mutuellemment 5quivalentes qui vont
suivre;)

i) H est faiblement hornS,
ii) H est fortement born5 (relativement chaque pattie bornSe

dans l’espace L(Vo)),
iii) H est un ensemble quicontinu.
Ainsi, on volt que la presque-priodicit gauche dans l(G),

de mme que dans I(G) et (G), entraine celle / droite.
Lemme 5. Toute fonction de ?(G), I(G), ou ?I(G) est unifor-

1) S. Matsushita: Fonctions presque priodiques du type special. I, I[, III, IV,
Proc. Japan Acad., 31 (1955).

2) N. Bourbaki [3]: Sur certains espaces vectoriels topologiques, Ann. de l’Inst.
Fourier, 2, 5-16 (1950).

3) En ce qui concerne l’dquivalence entre ceux-ci, N. Bourbaki [_1: Integration,
Act. Sci. et Ind., Paris, 62 (1952). R. E. Edwards: A theory of Radon mesure on.
locally compact spaces, Acta Math., 88, 133-164 (1952).



qo. 6] Fonctions Presque P6riodiques du Type Sp6cial. V 335

mment continue sur G pour la structure uniforme gauche.
Dmonstration. I1 suffit, d’aprs la relation d’inclusion dvidente

c
de prouver que route a e ?I(G) est ainsi. ) ttant donn un voisinage

o0 de 0 dans , supposons que soit un voisinage de 0 tel qu’on
air + + 0; d’autre part, soit U un voisinage compact quel-
conque de e dans G, alors il existe par hypothse n 416ments a,,...,
a G tels qu’on puisse choisir, pour tout a e G, un a d’entre eux
qui vrifie, ra(.) tant -a(a-1.),
(11.2) r,a(x)-ra(x) o,, quel que soit x U,
done en particulier, (:)raa(e)---a(e) e oo. Soit encore V un voisinage
de e tel qu’on ait, quel que soit x e V, ().a(X)--’aa(e) e eo pour
tout i, 1 i n, et prenons un voisinage symtrique W de e, vri-
fian WUV; en combinant (11.2), ($), et (t), on en conclut alors
que ra(x)-ra(e) Coo+ o + o C VOo pour tout, x e W et tout a e G, ce
qui dmontre notre assertion.

Th(orme 22. Pour qu’une application a dans C(G,Y)t) soit
presque p5riodique gauche dans C(G, ) (c’est-(-dire, e I(G)), il

faut et il suffit que a e A(G) et que a soit uniformment continue sur
G pour sa structure uniforme gauche.

La topologie de C(G, ) tant plus fie que celle de C(G, ),
si a est p. p. pour celle-l, il en est ainsi pour celle-ci, d’ofi la
ncessit en tenant compte du Lemme 5. Rciproquement, montrons
que les conditions sont suffisantes. Supposons-les en effet vdrifi4es;
alors on voit d’abord que l’ensemble des translatdes ra de a,
pour tout a e G, est 5quicontinu sur G. C’est une consequence
immediate de la continuitd uniforme de a. Par ailleurs, comme
a e g(G), l’ensemble (x)- [a(x)} est r. c. dans pour tout
x G. Cela tant, le "thSorme d’Ascoli" est applicable, c’est--
dire est aussi r. c. dans C(G, ), ce qui achve la demonstration.

Or, ?i(G) n’est pas ferm dans C(G, ), mais on voit ais6ment:
Thorme 23. A(G) est ferm dans C(G, ), (pour la topologie

de la convergence uniforme). Alors I(G) est un sous-espace ferm5 de
I(G), qui n’est pas dense dans celui-ci sans que G soit compact.

Au moyen de la ]aon analogue tout fair la dmonstration
du Lemme 5, la premiere partie en facilement rsulte; pour dmontrer
la dernire, on n’a qu’ prendre une telle fonction que soit e ?I(G)

4) L’assertion qui concerne I(G) sera d6duite sans peine de la continuitfi uniforme
des reprdsentations continues de G.

5) N. Bourbaki [4]: Topologie g$nrale, Chap. X, Act. Sci. et Ind., Paris, 43
(1949).

Nous nous bornons ici n’dcrire les assertions que pour la structure uniforme
gauche; les faons tout analogues vont bien pour la structure uriiforme droite et la
presque-p6riodicit4 droite.
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mais non (G), p. ex. a(x)= f(x)d off f L(G) (cf. Thorme 1).
Corollaire 1. Pour que G soit compact, il faut et suIit que

coincide avec $(G).
Corollaire 2. Si G est ablien, a(x)--Z(x)d) appartient ?I(G),

et si en outre et seulement si G est compact, elle appartient ?I(G)
(rptition du Corollaire de Thorme 1 [I).

En effet, si G n’est pas compact, cette a(x) est videmment
I(G); pour cela, supposons que a e ?/(G) et considrons la trans-

form6e de Fourier d’une O eL(G) alors on aura g(:))( )d;

0, a)(x) A(G) (d’aprs Thorme 1) et simultanment L(G),
ce qui est absurde.

12. Comme dans Cor. 2 ci-dessus, si G est ablien, a(x)-)(x)dx
et, de mSme raisonnement, a(x)%(x)dl oh
I(G); plus gnralement, on a

Thorme 24. Soit u(x, q) une fonction numdrique mesurable et
bornSe sur le produit tensoriel G Vo; alors la fonction produite a(x)
-=-u(x, q)ac)(q) d’une a ?i’(G) est aussi 2(G). Si en outre u(x,
est uniformSment continue gauche sur G, le produit a(x)-u(x, q)d
d’une e appartient I(G), p. ex. pour route f e L(G), a](x)=f(q)d
est dans I(G).

Lorsque G est ablien, le cas off nous sommes notamment intres-
sants est celui off u(x, x,)=)(x) ou bien=z-(x). Dans ce qui suit,
on considre exclusivemment un groupe (1. c.) ablien et tudie
quelques rapports entre l’espace (G) et celui des fonctions faible-
ment presque priodiques, la notion desquelles a td introduite par
M. W. F. Eberlein en concernant le thorme "ergodique abstrait ".)

Or, l’application a e G -->f(f e L(G)) dfinit une representations.

fortement continue UO(O L(G)) sur l’espace de Banach L(G"),
jouissane des proprits suivantes: i) f=f=)(a)f (pour la rans-
forme de Fourier j de f L(G)), ii) il U,O [l--1[ 0 [I (isomtrique).

Comme a(x)-)(x)d appartient / I(G), pour route e. et

route 3 e L(), dual , les valeurs

(12.1) ( f) f(x)X(x)d= f())da(,)())

sont relativement eompaetes quand a derit G,) d’ofi rbsulte

6) W. F. Eberlein" Abstract ergodic theorem and weak almost periodic functions,
Trans. Amer. Math.-Soc., 67, 217-240 (1949) et Decomposition of weak almost periodiv

functions (abstraction), Bull. Amer. Math. Soc., 56, 4 (1950).
7) Les Lemme 4, Thdormes 22, et 23 s’dtendent de mSme aux mesures borndes;

en remplaant 2, 92(G), O8(G) par !l1, 92(G)/C(G, !gtl), S(G) [ C(G, )P) respectivement,
ceux reviennent au vrai.
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Thorme 25.. 1) Pour a(x)--%(x)dt,
est faiblement presque p6riodique (f. p. p.) sur G, au sens de M. W.
F. Eberlein; 2) si t 6 est support compact, 4(x)--;da()(%) est

f. p. p. sur G.
On d6duit du Th6orme 25 que:)

a) Sif 6 P(G) (de type positif)ou e II(G), elle est f. p. p.; en effet,
rappelons l’6galit6 (9.1)et le filtre a d6fini dans 9, alors pour
a(x)=-)(x)dy oh est la mesure e associ6e f e P(G) dans (9.1),
d’aprs 1) du Th6orme 25, la fonction (Ox, a])(x) est f. p. p., quel

soit gX . D’autre part, on a (, a}(x)-_;g(xt)f(t)dtque

(d’aprs (9.1)), dont l0, a}(x) converge uniformment vers f(x) avec
sur G, car g(xt)dt converge vers la masse+ 1 place en x e G pour

la topologie 5troite.

b) Si f A(G), elle est f. p. p.; en posant ao(x)-do, )o
, on voit

que X0(x)- (, ao) (x) est f. p. p. pour une L(G) telle que (X0)----1,
d’oh rsulte l’assertion.
c) Si f eL(G) et, par suite, eL(G), elle est f. p. p.; en posant
d,=]())g) pour une j L(), on volt que , et, d’aprs 2) du
Thorme 25, (x) est f. p. p., qui n’est autre que la transforme
de Fourier de f, donc (x)e L(G). Toute fonction de L(G) est
limite uniforme de ces (x) quand 9 dcrit L(G), dou rsulte.
l’assertion.

Remarque 1. Dans les trois dmonstrations ci-dessus a), b), et
c), on a conclu en s’appuyant au fair que la limite uniforme de
fonctions f. p. p. est aussi f. p. p. (ce qui est aisdment prouv).

Remarque 2. Comme dans l’espace C(G, ), on peut naturelle-
ment construire sur l’espace des fonctions numgriques continues
C(G), la topologie de la convergence compacte et dfinier fonctions
continues p. p. pour cette topologie; on notera A(G) l’espace des
fonctions ainsi dfinies et W(A) celui des fonctions f. p. p. au sens
de M. Eberlein. On a alors;
(12.2) A(G) W(A) A(G),
et W(A) est partout dense dans A(G) (pour la topologie de la con-
vergence compacte); toutefois, A(G) n’est au fair autre que l’espace
des fonctions uniform$ment continues sur G, ainsi nous ne sommes
de rien la presque-priodicit pour la topologie de convergence
compacte dans les fonctions numriques (contrairement ce qui lieu.
dans I(G)).

8) Les assertions a) et c) sont Thdormes 11.1 et 11.2 de W. F. Eberlein: Loc.
cir., respectivement.
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Par contre, ]a topologie de convergence compacte dans l’espace
A(G) est assez importante; cf. S. Matsushita 2].

13. Soit G encore un groupe 1. c. ablien; alors le mSme
principe de dmonstration de l’existence de moyennes sur l’espace
vectoriel des fonctions num6riques continues et born6es sur G peut
8tre employ6 pour prouver que chaque a e:l(G) admet la valeur
moyenne ma qui coinciderait avec m[a] rant que a ?/(G).

Avant de prouver ceci, nous remarquons d’abord l’espace C(G,.)
lui-mSme est consid6r comme un espace vectoriel topologique sur le
corps des hombres rels, not6 C(G, ), sous-jacent C(G, 72) du sens
propre (c’est--dire, sur le corps complexe); I(G) est alors une vari6t6
lin6aire par rapport au corps r6el, not6 .F(G), dans C(G, ).

Or, soit a e (G), l’ensemble des ranslates {ra}e est
6quicontinue dans C(G, 9) par d6finition, donc l’enveloppe convexe

de est aussi 6quicontinue et l’adhrence . est compact dans
C(G,) aussi bien dans C(G, ); celui-ci est une cons6quence du
Th6orme d’Ascoli. D6signons par F l’ensemble de routes les trans-
lations r, a eG, sur -I(G), alors oute r e N est une application
linaire affine de I(G) dans lui-mSme, deux a deux permutable, qui

est encore un automorphisme continue sur .
Alors, en vertu du Th6orme de MM. A. Markoff et S. Kakutani,

sur les points fixes, N. Bourbaki [2J, il existe un point fixe, not6

ma], de S qui est invariant pour route r de F, autrement dit,
invariant par les translations de G. ma] est alors une constant
sur G, c’est--dire une mesure de
valeur moyenne de a e I(G).

14. Proprits de la moyenne m[a]. La valeur m[a] est
bien caract6ris6e par ]e fair" quels que soient un voisinage de 0
dans . et un compact K G, il y a un hombre fini de s,..., s, e G
et 1 hombres positifs w,..., w avec ,=w-1, tels qu’on air

(14.1) m_a
pour tout x K.

Avec les mSmes notations que dans le Th6orme 4 [II, pour
toute a e .I(G), la relation (4.1) est valide; c’est--dire
(14.2)

9) Voir l’Exemple dans Appendice, p. 115, de N. Bourbaki [2]: Espaces vectoriels
topologiques, Livre 5 (1953).

10) ttant donn6 un voisinage de 0, =o(/;e) off /e LO(Vo) et e>0 et supposons
que (x)-(Xo)e pour tout x tel que xxle U (un voisinage de e); alors en posant

pour tout x e Uxo.
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pour tout y e G. Posons maintenant K--

__
a, et appliquons (14.1),

alors on a ma--=.a(sa,)o e, d’aprs (14.2),
-.I’-- v.; ],. a(as) o. D’ofl il vient que m[a--m[aJ.

En rsum, nous avons dmontr6 le thorme suivant"
Thorme 26. Pour toute a

de , vrfiant (14.1) ci-dessus et
(14.3) m[a=ma, pour tout a e G.
De plus, si a 2(G), m[a est uniquement dterminSe et identique
la valeur moyenne propre

( suivre)


