
No. 1] 29

8. Thdordme de Krein.Milman et le Balayage de
Mesures dans la Thorie du Potentiel. II

Par Shin,ichi VIATSUSHITA
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Jan. 12, 1956)

Dans 4-5, nous continuerons 6tudier la mesure balay6e pour
un domaine compact expos6e dans une Note pr6c6dente, ’ et les
propri6ts du potentiel de cette mesure. Ensuite, nous envisageons
la relation entre l’ensemble des points extr6maux Exg. M(D)de
M(D) et les poins-ronti6res r6guliers, et finalement nous donnero
une solution du problme g6n6ralis6 de Dirichlet.

4. Potentiel d’une mesure balaye 1. Dans ce qui suit, comme
la d6finition de la capacit6 d’un ensemble, nous adoptons celle de
M. C. de La Vall6e Poussin; c’est dire qu’on appelle capacig d’un
compac$ K, not6e c(K), la borne supp6rieure de normes des mesures
positives v repartm. sur K elles que U 1" pour un ensemble
quelconque A, la capaci$ int$rieure c(A) est d6fine par sup c(K).

A

Conformment la d6finition, c(A)>0 entraine qu’il existe une
mesure, avec son support compact conenu da A et v6rifiant
U< +. On dit encore qu’une propri6t bor61ienne a lieu p
pros prtout (. p. p. p.) sur A si le sous-ensemble de A qui ne pos-
sde pas cette proprit6 est de capacit intrieure nulle.

Or, en vertu de l’6galit (3.5), on a U=Ur p. p. p. sur E
quelle que soit .u e:(D)" s’il n’en est pas ainsi, il existait une

v e :(F) de l’nergie finie, vrifian .fUd>fa,, c qui est

conradictoire avec (3.5) parce que v elle-mme peut tre coidre
comme une mesure balaye de , et donc ,= (d’aprs l’unicit du
balayage pour le cas oh est de l’nergie finie, au 3).

Proposition 3. Pour route mesure e (E-D) ou mere de

l’dnergie finie , (E-D), on a f f et, en particulier,

U(x)=U(x) partout sur E-D et p. p.p. sur F. De plus,

fd,=fdzr.
La dernire ga]it dcoule aisment en prenant la mesure

sphrique 0 sur XD et vrifiant U0(x)=l sur l’inrieur de X.
1) Proc. Japan Acad., 31, 643-647 (1955), Nous renvoyons cette Note dont nous

conservons la terminologie et les notations.
2) Cette vest ncessairement de l’nergie finie.
3) Ce mot a td introduit par M. M. Brelot.
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Thfiorme 1. Soient une mesure de )+(D) et sa balay$e
sur F de l’$nergie finie; alors est uniquement d$termin$e et elle
satisfait aux conditions.:

) UU partout sur E,
fl) U= Ur sur E-D et p. p. p. sur F.

I1 suffi de prouver pour le cas off e:(D): a) dcoule du
principe du maximum en tenant compe de (3.5), r tant de
l’nergie finie et --r (d’aprs un_ce). ) est le mme que
la deuxime parie de Prop. .

0n peu encore caractdriser la mesure balay4e d’une mesure
de l’nergie finie e +(D) en disant que, parmi des mesures de
l’nergie finie, e +(F), r est ce qui achve la minimum de l’nergie
I(,-) et, par suite, de l’intSgrale de Gauss

G(,) fu-2Ud,-I(,- ,)

En effet, par un calcul simple, on a I(,-) I((,- r) + (r-))
I(-) en tenant compte de Prop. .

5. Potentiel d’une mesure balaye, 2. Dans ce n, nous
abaadonnons la restriction sur les mesures balayes qu’elles son
de l’nergie fiaie; alors il n’en est plus de mme sur les mesures
gnrales de O:(D) sans cette restriction--c’est dire qu’une
mesure balaye r de n’est pas uniquement dcidge en gnral.
Toutefois, on verra dans la suite que la mesure dfinie dans
est uniquement dtermine:

Pour une , e :(D) de l’nergie finie, on a

d’aprs (3.5) et que ,r--.. Si u satisfait (5.1), on aura

=fd, quelle que soit la mesure de l’nergie finie, e :(D), par

Ur(x)-Ur(x) en dehors de ); il en et desuite , +(E) (car
mme en particulier que pour oute mesure sphrique 2,, d’oh

0Ur(x)=U r(x) partout sur E, ce qui mop,re u1-r . Ainsi,
est exactement unique (elle n’est pas autre que la mesure balayde
proprement dit). Dans ce qui suit, nous l’apellerons simplement
mesure balay$e de lorsqu’aucune confusion ne sera possible.)

Thorme 1% Pour route mesure positive sur D et sa balaySe, le ThSorme I est valide.

Tout revient prouver que UU sur E; il vien de (5.1)
4) Par contre, une mesure zz ddfinie dans les paragraphes pr4cddents sera dite

mesure balay4e au sens gnhral.
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f fU.da, o a e, a* dsient les restrictions de

dans D et E-D respectNement pour route 2 sphrique, d’oh

rsulte U(x)U(x) quand tend vers
RemarquePour une mesure e (D) quelconque, on dfinit--(+ +-)=(+)-(-), pour laquelle on a la
Proposition 3’. En remplacang r par , $ant quelconque

de 9H(D), Proposigion 3 res$e encore valide

6. Point-frontire rgulier et irrgulier. Nous allo tudier,
dans ce paragraphe, l’ensemble des poins-frontires rguliers dfinis
comme suit: on appelle point-frontire rgulier tout point x e F
vrifiant U(x)- U(x) pour toute e ;(D), et point-frontire
irrdgulier ou point qui n’en est pas ainsi.

Thorme 2. Les trois propositions suivantes sont $quivalentes:
a) x est un point-frontire r$gulier,

) x Fo, c.--d., Ext. M(D).
Dmonsraion: Compe tenu de (3.5), il est clair que ) en-

traine a); d’aure part, a) exprime que ]Ude, U(x) Ur(x)

pour tout , e :(D) de l’nergie finie, d’o5 selon l’argu-

mentation dans 5 il vient que e-(e,), ce qui monre l’quivalence
de a) et ). Si x e F0, e, coincide avec toue mesure balaye possible
(e,)r e donc avec (e), c’es--dre, 7)enraiae ). Inversemen,
soit ()r et posons e (+:) o ,e:(D), alors ona
((+))--(,)--e par la dfinition du balayage et l’unieit de, d’oh il au que ()=()-e. Cela an, on a U(y)
U,(y)-U%y) pour tout point y e E-, done :-- (par suite,
--), ee qui que montre e: e E.M(D), autrement dit, x
Aini, l’quivalenee ) et 7) et tablie.

Proposition 4. L eapci de l’ensemble des poins-frontires
irr$guliers esg gale zro, c.--d.,

D’aprs ) de Thorme 1, la proposition est manifese.
Proposition 5. Soig {y J, yx, une suite des poings de D qui

converge vers un poing x F; pour que (e) converge vaguemen$ vers
e, il faug eg il sung que

5) Par dgfinition, e, est considre comme une balaye au sens gnral de la
mesure 1/2(p+z).
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En effet, soit fz} une sous-suite quelconque de fY}; comme
--> vaguement., on a ; (),^ -->2 (),^ dans M (D).

Selon la compacit de
de I(e),} qui converge vaguement vers une
-->/^; d’ailleurs, (eo),^-->(e).. entraine ^--(e).. Ceci tant, si
x e Fo, on a e--(e),--#. Comme la sous-suite [(e),} est arbitraire,
(e), elle-mme converge vers

Quant au rciproque, il va rsulte de la proposition plus gnrale:
Proposition 5. Soit x un point-frontire irr$gulier, x F- Fo,

alors il y a une suite [y} des points de D, convergeant vers x, telle
que (e,)r ne convergent pas vers

Puisque x e F-Fo, il existe au moins une e :(D) telle que

U(x)> Ur(x) par dfinition: supposons maintenant que (,),-->e vague-
ment pour tout.e suite [y},y-->x; alors on aurait lim U,(y)-lim

Ud(e,)r__> U(x) >U r(x). Pour une boule ouvert convenable V
de centre x, on a ainsi Ur(z)> Ur(x) pour tout z e V.D.
D’ailleurs, U 6rant semi-continu inf6rieurement, il existe une boule
ouvert V’ centr6e en x telle que U(z)>Ur(x) pour tout z

(E-D). Posan W (boule)=V V’, on obtient

fo /fUr(z)dz dz > Ur(x),

o dz d6signe la mesure de Lebegue / n dimensions, pour laquelle
F (ensemble frontire) es de mesure nulle. C’est un absurde, car

U est surharmonique sur E.
Voici, en passant, un crit6rium trs simple pour qu’un point

x F soit r6gulier:
Proposition 7. Si l’ on peut dcrire une sphere osculatrice extdrieure

( la surface F en un point x F, alors x est r$gulier, x e Fo.
En effet, soit x0 le centre de .Y et prenons un point z dans le

segment XXo et une sphere du rayon <l=r(x,z); si e:=cr/ +B,^,
g#, et r,B>0 avec r+B-1, on a/^(U
of est r6partie sur et U’. H(D), ce qui est absurde, d’of
la proposition.

7. Probl6me g6n6ralis6 de Dirichlet. Nous d6signons par
C(F) l’espace Banach des fonctions continues dans 1" pour la norme
llfll=suplf(x) I. En prolongeant f en une fonction fo continue

support compact sur E, on salt qu’il existe une combinaison lin6aire
g=, r(U-U’) telle qu’on air f(x)-g(x) I< sur E, fortiori
sur Fo, off , et sont sph6riques sur 27., et 27.I2, de centre
commun respectivement.) Consid6rons les restrictions (0) et 7(*)

6) cf. H. Cartan: Loc. cir.
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comme clans la dmonstration du Thr. 1 bi, et posons T0-- ,(2__o)
et *::,(2--2*); alors g:U(o+U* est harmonique dans D et

pour out XFo, de plus, on a g(x):_[Ud(()+*)g(x) g(x)

(Udr+fU)dr fg(Y)d(e)’ quel que soit x e D. D’ailleurs,

o 8

D,

sh6rique sur X D, d’o r6sule (t)g2=f(), 6an arbiraire.

Ceei monre que f es harmonique dans D, e lim f()=f(o) suivan
x DXo Fo.

Th6or6me 3. Pour toute f C(F), il existe une et une seule

fonction f(x), bornde harmonique dans D et ayant sa valeur-frontire
dgale f(Xo) sur I’o (autrement dit, p. p. p. sur F).

Si Xo F-Fo, il existe au moins une f C(F) telle que f(x) ne
converge pas vers f(Xo) quand XXo d’une manire convenante. 7)

Tout revient prouver l’unici6 de la solution du probl6me de

Dirichlet (x): soient V les boules des centres x F-Fo et du
rayon 1/2(k-1,2, ...) et posons D=D-(Zer_roV) et F=fron-
i6re de D. Etant donn6 Xo quelconque D, il existe un enier ko
tel que Xo soit contenu dans D pour tout k>ko; soient ensuite ( o)
les balay6es de o e:(D) sur F et d6signons par (o) et
les restrictions de (o) FF et F-(FF) re.spectivemen
pour chaque k. I1 existe alors une sous-suite de [(o)} qui converge
vaguement vers une mesure sur F(:(D) 6rant compact), mais
#----(o) et donc #=(o) selon l’unicit6. Cette sous-suite

$sera not6e encore par la m6me lettre [(o)}; alors ((eo)( o)r et
o) 0 vaguemen suivant k

o
Supposons que f(x) soit born6e harmonique dans D et remplisse

lim f(x)-f(y) pour tout y Fo; u(x)=f(x)-f(x) est alors harmonique

dans D et continue sur D, et comme tout point-frontire de

es r6gulier (voir Prop. 7), s) on a U(Xo)= f et de plus

7) Sinon (rn convergerait vaguement vers eo’ contrairement i ce que xo e I’-/’o;
voir Thorme 2.

8) Dans tout domaie D avec la frontire F--Fo, l’unicit4 est 4vidente, puisque
route fonction harmonique h dans D ne peut achever sa valeur maximum ni minimum
et donc h=0 sur F=Fo entraine h=0 partout sur D.
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(x)d(eo)--O (car f(x)=f(x) sur /’o). D’ofi il vient que
k

suivan k, o K=sup l(x)I, ee qui montre l’unieig6 ehereh6e

eomme x es arbigraire.

RemaqeLe balayage et le problgme de Diriehle pour un
domaine arbitraire serons 6udi6s dans les parg’raphes 8--.-10.

( suivre)


