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8. L’Homologie du Produit Cyclique d’Ordre p d'un
Complexe Fini (p Premier Impair)

Par Tsunéo YOSHIOKA
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Jan. 13, 1958)

1. Soit K un espace topologique, K? le produit de p espaces
homéomorphes & K, II le groupe cyclique d’ordre p engendré par la
permutation cyclique des coordonnées de K7: T'(xy, 25, -+, %,)=(%g* * *,
%, %;), Q=K?/II I'espace quotient de K? par II, qui s’appelle le produit
cyclique d’ordre p de l'espace K. Dans ce mémoire, K sera supposé
un complexe fini connexe, dont ’homologie est connue, et p premier
impair.

Pour le cas ot p=2, S. K. Stein a établi ’homologie & coefficients
entiers de @ [1]. D’autre part, M. Nakaoka a déterminé la cohomo-
logie & valeurs entiéres de @ pour p premier et pour K complexes élé-
mentaires [2]. Ce mémoire n’est consacré qu’a énoncer les résultats
qui donnent I’homologie & coefficients entiers de @ et & déterminer les
homologies spéciales de deux complexes M et M(t) donnés dans 3°, &
P’aide desquelles on a une base canonique d’homologie de @. Une grande
partie de la méthode pour démontrer le dernier théoreme est due a
Stein et deux complexes M et M(t) m’ont été signalés par Nakaoka.

Désignons par R,(X) le i-éme nombre de Betti de I'espace X et
par t,(X, q") (¢ premier et r entier positif) le nombre des i-€mes nom-
bres de torsion de X divisibles par ¢". Les nombres de Betti et les
nombres de torsion de @ seront déterminés par les formules suivantes,
dont les deux premiéres sont bien connues.

—1—Ri(Kf’) pour ¢==0 mod p,
(1) R@=!, p—1 |
—p—Ri(K”)—I— » R, (K) pour 2=0 mod p;
2 t n=1 P " _qyp—l );
(2) (Q, q )—'p t(K?, q")+(—1) —1‘)—‘ (i—j)/p(K1 qa);
—;'tz(Kp’ p)+ p;1 t(i—j)/p(K’ p)
+ 3 (K )+ B(K) pour j pair,
“'_p_lssg—z ‘fles«sst—z
(3) Q)= g

1
%ti(Kp’ p)+'1_) (i-j)/p(K, p)
+ X t(K,p)+ > By(K) pour j impair;

"_;Es.ag—z thlogcs g
p8—i: pair
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—;“tz(Kp, P+ I);]. t(t—p+1)/p(KD Pt
pour j=p—1,

T4 1 T+ 1 T+ r

(4 ) ti(Q’p 1)= "ﬁ ti(Kp! D 1)_}; t(i—j)/p(K’ p 1)+t(i—j)/p(K’ p )

pour j pair <p—38,

1 » — . C
;ti(K”,p n-—2 pl ta-(K, p"*') pour j impair;

olt j=1 mod p (p—1>75>0), ¢ premier ==p, r entier positif.

2. Soit C=(C;, 3) un complexe de chaines, p: C— C une application
de chaines de C dans C. Soient C* et C*' I'image et le noyau de p,
qui sont aussi des complexes de chaines et dont les homologies s’ap-
pellent les homologies spéciales. On a d’abord la suite exacte: 0—C*"
—~C—->C?—>0 et ensuite, par passage & I’homologie, la suite exacte de
Smith-Richardson:
(5) > HF(C) > H{(C)~Hi(C)2> HEL(C) > -

Soit 7': C—C une autre application de chaines de C dans C, pério-
dique d’ordre p. Alors ¢=1+T+:--+T?' et +=1—T sont aussi des
applications de chaines. Désignons par p une des deux o et + et par

=1

p lautre. Evidemment C*CC? . On a donc la suite exacte:

(6) o> HY(C)Z> HF(C) > H(C*/C?) > Hy(C) >+ - -

3. Dans ce qui suit, on supposera toujours que p soit un premier
impair.

Soit L=(L,, d,) le complexe de chaines acyclique, dont les ¢-émes
groupes L, réduisent & 0 sauf pour i=n-+1 et n, dont les (n+1)-
et n-eme L,,, et L, sont des groupes cycliques infinis engendrés
par les éléments c¢,,, et b, resp.,, et dont le bord est défini par la
formule 9.,¢,,,=b,. Soit M=L®:---®L le complexe de chaines du p
fois produit tensoriel de L, sur lequel opere T': T(x,Q2,®-:--Qx,)
=(_l)degxl(degw2+..~+degwp)w2®. . _@xp®w1.

Comme M est acyclique, 0, et 9. sont des isomorphisme-sur pour
tout 7. On voit immédiatement que j. est un isomorphisme-sur pour
tout 7 et que j, l'est aussi sauf pour i=pn+p, pnt+p—1 et pn.
Grace & ces isomorphismes, en partant des faits que H,, (M)=H_,, (M)
=0, H;,(M)=0 et que H,,, (M)=Z, est un groupe cyclique d’ordre
p engendré par la classe d’homologie de ¢(b,®¢,.:® -« *®Cyu.1)=0p(C,. 1 X
.t '®cn+l)’ on a

(7) Hpgm-t(M):{Zp bour 7:=2’4"”’p—1’
0 pour les autres ¢;
8 H:' (M ={Z» pour ©=0,2,4,.--,p—3,
(8) onsi(M) 0 pour les autres

(9)  Han=Hgln={% Powri=L3 - b-2
0 pour les autres 17,
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Notons li=(i_€1>——<i£2>+ . +(—1)i<£>.

La notion de la base canonique d’homologie affirme que, pour base
de groupes abéliens libres, (a) M,,., (p>%>0) admet des cycles @,
(k=1,---,1,) et des chaines e¢,,; (k=1,---,1,,,), qui vérifient 0,ep i+
=a,.; (B) si i est pair (p—1>i>2) M., admet un cycle ¢,3,; des
cycles agk,; (k=1,---, (I,—1)/p) et des chaines eg’; (k=1,---, (l,_;—
p+1)/p); (B) Mg, est le groupe cyclique infini engendré par p (b,&Q
c®0b,) = 000(C, .1 ® b, R - -®b,); (B”) si 1 est impair (p—2>i>1)
M,5.; admet des cycles aZf.; (k=1,---, (l;—p-+1)/p), une chaine V¥, ,;
et des chaines %%, (k=1,---, (I,.;—1)/p); (B") M., est un groupe
cyclique infini engendré par » (¢,.:®:--®c¢,.1); les formules de bord
sont alors: 9,p(c, 1@ -+ RCps1) =pnip-1s DoCpmtis1=Ugmsss 00Vpmssr1=DPpnsi
et 9V =p0,@- - -®b,); (vy) si ¢ est pair (p—1>1>2) M,7,; admet
des cycles aZf; (k=1,---, (I,—1)(p—1)/p), une chaine V.., et des
chaines e, (k=1,---, (li_i(p—1)—1)/p); (') si ¢ impair (p—2>i>1),
My.; admet un cycle ¢,5.;, des cycles a%t: (k=1,---, (l,(p—1)—1)/p)
et des chaines e3r,; (k=1,- - -, (I,_,—1)(p—1)/p); ils vérifient les formules
deobord: 0V i1 =DPpors €6 008pifii=a%:. Remarquons M,yr, =My,

Soit ¢ un entier positif, L(t)=(L,(t); ?) le complexe de chaines
déterminé par: L,(t)=L, et dc,.,=tb,, M(t)=L{E)R:--QL(t) (p fois)
sur lequel opére 7. Comme 0=t-0d,, les bases canoniques pour M, M°
et M~ sont aussi des bases canoniques pour M(t), M°(t) et M~(t), &
I’aide desquelles on a

(10)  HyuMe)={Zct - TAl o) pour p—12120,
0 pour les autres <;
Z,, pour i=p—1,

Zy++ -+ +Z((,—p+1)/p fois)

pour ¢ impair (p—4>7>3),
(11) H lM@)=Z,,+2Z,+ - +Z,(Z,: (I,—1)[p fois)
pour % pair (p—38>1>2),

Z, pour 2=0,

0 pour les autres ;

Z, pour 1=p—1,
(12) HE (M (t))={Zm pour i=0,

HS,(M()) pour les autres 4;

Zy+ -+ Z((,—1)(p—1)/p fois)
pour % pair (p—3>1>2),
(18) Hy ol M@)=$ Zy+2Z,+ - - +Z(Z; l(p—1)/p fois)
pour ¢ impair (p—2>4>1),
0 pour les autres <.
4. Soit K un complexe simplicial fini connexe, p un premier
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impair, @=KP?/II le produit cyclique d’ordre p de K. Aprés la sub-
division canonique bien connue, K? est muni d’une structure simpliciale
compatible avec lopérateur T, par rapport & laquelle le diagonal est
un sous-complexe. Une chaine de K? g’identifiera canoniquement &
son image par lopération de subdivision.

Le groupe de chaines de K possede une base canonique d’homologie
formée par des cycles (g,), (b,), (b,) et des chaines (c,,,), (Ch.:), qui
jouissent des formules de bord dc,,,=tb, (t>1) et dc,,,=b,. Les indices
signifient la dimension des éléments. Alors H,(K, Z) admet, pour une
base de groupe abélien,*’ les classes d’homologie de g, et de b, dont
les ordres sont infinis et ¢ resp. Supposons, de plus, que g, soit un
sommet de K.

H,(K?, Z) posséde pour une base les classes des cycles de types
suivants: (a) v=g,X -+ X g (B) 2,n=9g,X -+ X9, pour chaque cycle
g, (n>0); (v) @pmws k=1,--+,1, qui correspondent, pour chaque couple
(o1, by) vérifiant oc,,,=tb,, biunivoquement aux cycles a,.; donnés dans
3%, (8) h, Th, T?h,---, T* 'k, qui sont II-libres en apparence. En effet,
on peut choisir des cycles appartenant & (8) de telle maniére qu’ils soient
différents de ceux qui appartiennent aux (a), (B) et (y) et qu’ils soient
II-libres. L’ordre des classes des cycles v et z,, est infini et celui des
an,; est t. L'ordre commun des classes des cycles h, Th,---, T?"'h
sera noté par t'. Pour chaque couple (c,., b,), les o- et +-cycles cor-
respondant biunivoquement aux ¢S, a%hi, Pemis €t aBl; seront dans
K? notés par les mémes symbols.

Définissons par récurrence quelques cycles importants.

(a) On peut choisir, pour chaque cycle g, (n>0) de K, une suite
de chaines (z)) (pn>t>n-+1) de K?, telles que 02, =2, =g, X+ X9,
et que pz2i=0d?/,, (p=7 pour pn—+t impair; p=o pour pn—1t pair >2),
bien que la maniére de choisir ne soit pas unique. On peut supposer
que le support de chaque chaine 2} soit contenu dans celui de g, X - - -
X g, Posons z,=0dz/,, pour pn—1>i>n+1 et z,=0zh,.

(B) De méme, pour chaque couple (c,.s,b,) vérifiant dc,, ,=tb,
et t=0 mod p, choisissons deux suites de chaines () (pn>i>n+1) et
(¥) (pn+p=5=n-+2), telles que otf,=a,,=b,X - -+ Xb,, que px;=0x/,
(p=7 pour pn—i impair; p=oc pour pn—t pair >2), qU€ 6Ypmip=Cp.1

1
Xoeee Xyt et 'Ty;l’lwp—l:'2')'8(67”1>< e ch+1)—ay5m+p’ et que py§=3y;+1

(p=0 pour pn+p—j pair >2; p=+ pour pn-+p—Jj impair >3). On
peut aussi supposer que les supports de chacune «; et de chacune yj
soient contenus dans ceux de b,X ---Xb, et de ¢,,; X - Xc,,; TESP.

*) TUne base du groupe abélien A est un systeme d’éléments de A, (a;), qui
engendrent le groupe A et qui vérifient la condition suivante: étant t; Pordre de a;,
la relation Y m;0;=0 entraine m;=0 mod ¢;.
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Posons %, =0x7,, pour pn—1>1>n+1, T, =081, Ypnip-1 =TYmrpo-10 Y;=
0.1 OUr PRAD—2>5>n+2, et §, 1 =0Uh,s

Tableau I Tableau II
T - Pour Pour | Pour Pour
l];—l’our chaqli.e chaqt;.e Eour chaqlie chaqli.e
. s chaque couple couple chaque couple couple
Dlmensmn cycle g, (an; bn) (cn+1’ bn) cyele g, (cn-l-n bn) (cnﬂr bn)
(n>0) | telle que | telle que (n>0) | telle que | telle que
o t=0 mod p| t=c0 mod p t=0 mod p| t2g0 mod p
pn+p—1 Apn+p-1 U Gpnep-1it Ypn+p-1iP l
pn+2i+1 Upnssins P B sriettP| Ppnszies b
pP—3_ . % , ; ¥ : & kg
<"é—2120> “;:-rlztﬂ'; i a;nuflztug t af;nfzin t a’;nfziu‘g t
pn+2 | e D] Bne t Ypnrzi P .
p—3_ . ; , i N : N o
('—2—2@. 1) agniu b Oguhe t] g [t 0gndn
bn Zpn °° Qypp, tp Qpn t i Yon D
pn—2i+1 ~ i Pl _
p—=1_ . y;an-zi-nép il Zpn-giet [P | Tpn-gir | P
(P n—1=i1) : , ;
pn—2( _ 5 5 :
- Zpn-2t P| Tpn-2s (P i { | Ypn-2i (D
(p—!n—léiél) Pn—-2: : pn-2% § i E n-2%
2
n+1 Yns1 ]0 Zny p Tpsr P
n Zn p| & P
ah t’ th, vThy-- -, cTP-%h t’

ou ky=1,-+, (lags1—p+1)/p, ke=1,---, (ly—1)/p,
ky=1,+++, (lans(@~1)~1)/p, Ky=1,-++, (Li—1)p—1)/p.

Théoréme. (a) Les classes d’homologie de pv et des cycles dans
Tableaw I, aux cycles Z,, Y., et 2, prés, forment une base de HY(K?, Z).
L’ordre de la classe de pv dans H est infini et les ordres des autres sont
indiqués du coté droit dans le tableau.

(B) Les classes d’homologie de v et de tous les cycles dans le pre-
mier tableaw forment ume base de Hi '(K?,Z). L'ordre de la classe
de v dans H ™' est infini et les ordres des autres sont indiqués dans
le tableau.

(vv) Les classes d’homologie des cycles dans le deuxieme tableau

forment une base de Hi(K®, Z)=HZ ' (K?, Z).
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(8) L’homomorphisme j,: HY(K?, Z)—~Hg (K?, Z) est biunivoque
et son conoyau est isomorphe & H (K, Z,).

Remarque. Grdce & lisomorphisme canonique H,(Q, Z)~HJ(K?,
Z), Phomologie 0. coefficients entiers du produit cyclique d’ordre p du
complexe K sera complétement déterminée.
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