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8. L’Homologie du Produit Cyclique d’Ordre p d’un
Complexe Fini (p Premier Impair)

Par Tsuno YOSHIOK
(Comm. by K. KUNUC, Yi.Z.A., Jan. 13, 1958)

1. Soit K un espace topologique, K le produit de p espaces
homomorphes K, H le groupe cyclique d’ordre p engendr par la
permutation cyclique des coordonnes de K :T(x, x2,..., x)--(x2,.-.,
xp, x), Q-K/II l’espace quotient de K par II, qui s’appelle le produit
cyclique d’ordre p de l’espace K. Dans ce mmoire, K sera suppos
un complexe fini connexe, dont l’homologie est connue, et p premier
impair.

Pour le cas off p--2, S. K. Stein a tabli l’homologie coefficients
entiers de Q [1. D’autre part, M. Nakaoka a dtermin la cohomo-
logie / valeurs entires de Q pour p premier et pour K complexes l-
mentaires 2. Ce mmoire n’est consacr qu’ inoncer les rsultats
qui donnent l’homologie coefficients entiers de Q et dtermiaer les
homologies spciales de deux complexes Met M(t) donns dans 3,
l’aide desquelles on a une base canonique d’homologie de Q. Une grande
partie de la mthode pour dmontrer le dernier thorme est due
Stein et deux complexes Met M(t) m’ont t signal,s par Nakaoka.

D4signons par R(X) le i-me nombre de Betti de l’espace X et
par t(X, q) (q premier et r entier positif) le nombre des i-mes nom-
bres de torsion de X divisibles par q. Les nombres de Betti et les
nombres de torsion de Q seront dtermins par les formules suivantes,
dont les deux premieres sont bien connues.

(1)

1 R(Kp)
R(Q) -1 R,(K,)

pour iO mod p,

(2)

(a) p)-

+ P--’-R/(K) pour i--O mod p;
P

pour 3" pair,

pour j impair;
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pour j p-- 1,

pour j pair g p--3,
1 t,(K p+)_ p-- 1 t(,_y)/v(K, pr ) pour j impair;

oh ji mod p (p--lkj0), q premier @p, r entier positif.
2. Soit C=(C,, ) un eomplexe de ehaines, p" CC une applieation

de ehaines de C dans C. Soient C et C"-’ l’image et le noyau de p,
qui sont aussi des complexes de ehaines et dont les homologies s’ap-
pellent les homologies speiales. On a d’abord la suite exaete: 0C
-CCO et ensuite, par passage l’homologie, la suite exaete de
Smith-Richardson:

( 5 ) ...,-(C) H(C)H}(C)tq(C) ....
Soit T" CC une autre application de chaines de C dans C, p6rio-

dique d’ordre p. Alors a- 1+ T+. + T- et --- 1-- T sont aussi des
applications de chaines. D6signons par p une des deux a et -et par

l’autre. Evidemment C"C-. On a donc la suite exacte:

( 6 ...H(C)H-’(C) H(C-’/CO Ht,(C)
3. Dans ce qui suit, on supposera toujours que p soit un premier

impair.
Soit L--(L, 3o) le complexe de chaines acyclique, dont les i-mes

groupes L, r6duisent 0 saul pour i-n+l et n, dont les (n+l)-
et n-me L,+ et L. sont des groupes cycliques infinis engendr6s
par les 616ments c,+ et b. resp., et dont le bord est d6fini par la
formule 30c,+=b,. Soit M=L@...L le complexe de chaines du p
lois produit tensoriel de L, sur lequel opre T" T(x@z@...@xp)

Comme M est acyclique, a et a sont des isomorphisme-sur pour
tout i. On voit imm6diatement que j est un isomorphisme-sur pour
tout i et que j l’est aussi saul pour i-pn+p, pn+p--1 et pn.
Grace ces isomorphismes, en partant des faits que H+v(M)--HI.v(M)
=0, H(M)--O et que Hv%+v_(M)--Zv est un groupe cyclique d’ordre
p engendr6 par la classe d’homologie de a(b,c,+@... @c,
..@c.+,), on a

pour i-- 2, 4,. ., p-- 1,
pour les autres i;
pour i--O, 2, 4,. ., p--3,
pour les autres i;
pour i-- 1, 3,. ., p-- 2,
pour les autres i,
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Notons l-(il)--(i2)-... +(--1)(pP).
La notion de la base canonique d’homologie affirme que, pour base

kde groupes abliens libres, () Mpn/ (p>_i>_O) admet des cycles

oe+i+(k-- 1,. l) et des ehaines e+ (k-- 1, l+), qui vrifient
=a+; () si i es pair (p--1>i>2) M+ admet un cycle +, des
cycles a’+ (k-l, (l 1)/p) et des chaines e+’ (k--I,..., (l_--
p+l)/p); (’) M5 est le groupe cyclique infini engendr par p (b
"b)-3oa(Cn+b’"b); (") si i est impair (p--2il)
M+ admet des cycles a’ (k-l, (l p+l)/p) une chaine
et des chaines e,+’ (k--l, ., (l_-- 1)/p); (g’") Mg+, est un groupe
eyelique infini engendr par p (c+...@c+); les formules de bord
sont alors: op(C+ c+)-a+_, o+=a+, 0++ P+,
et si i est pair (p-1i2) M+, admet
des cycles a’+ (k-l,. ., (l--l)(p--1)/p), une chaine ,+ et des
ehaines e’ (k-1 (l_(p--1)--l)/p); (7’) si i impair (p--2>i>1),
M+ admet un cycle +, des eycles a’,+ (k-i,..., (l(p--1)--l)/p)
et des ehaines e’,+ (k-1, (l_ --1)(p--1)/p); ils vrifient les formules
de bord: 30g++-P+ et 30e++’ -a’+. Remarquons
0.

Soit un entier positif, L(t)-(L(t); 3) le eomplexe de ehaines
dtermin par: L(t)--L et ac+--tb, M(t)--L(t)...L(t) (p lois)
sur lequel opre T. Comme -t.o, les bases eanoniques pour M, M
et M sont aussi des bases canoniques pour M(t), M(t) et M(t),
l’aide desquelles on a

+&(l lois) pour p-- 1>i>0,(10) H+(M(t))--
0 pour les autres i;
,Zt pour i=p--1,

Z+... +&((l--p+ 1)/p lois)
pour i impair (p--4>i> 3),

(11) H+,(M(t))- Zt+&+... +Zt(Zt: (l-- 1)/p lois)
pour i pair-(p--3i2),

(12)

(13)

Zt pour i--0,
,0 pour les autres i;

[Z pour i-- p-- 1,
H+(M(t))---I Ztp pour i--O,

[H+(M(t)) pour les autres i;

4

lois)
pour i pair (p-3>_i>_2),

H+i(M())--ZpZ- Z(Z: l(p--1)/p lois)
pour i impair (p- 2_> i_> 1),
pour les autres i.

Soit K un complexe simplieial fini connexe, p un premier
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impair, Q=K’/II le produit cyclique d’ordre p de K. Aprs la sub-
division canonique bien connue, K est muni d’une structure simpliciale
compatible avec l’oprateur T, par rapport laquelle le diagonal est
ua sous-complexe. Une chane de K s’identifiera canoniquement
son image par l’opration de subdivision.

Le groupe de chanes de K possde une base canonique d’homologie
forme par des cycles (g), (bn) (b’) et des chanes (Cn+l) (C+1) qui
jouissent des formules de bord 5Cn+:tb (t>l) et 5c’+-b. Les indices
signifient la dimension des lments. Alors H.(K, Z)admet, pour une
base de groupe ablien,* les classes d’homologie de g et de b dont
les ordres sont infinis et t resp. Supposons, de plus, que go soit un
sommet de K.

H.(K, Z) possde pour une base les classes des cycles de types
suivants: (a) v-- go go; (/) Zpn--- gn ( }( gn, pour chaque cycle
gn (n:0); (/) a,+, k--l,. li, qui correspondent, pour chaque couple
(c+, b) vrifiant 3c+l--tbn, biunivoquement aux cycles a,+ donns dans
3; () h, Th, Th, T- lh, qui sont H-libres en apparence. En effet,
on peut choisir des cycles appartenant () de telle manire qu’ils soient
diffrents de ceux qui appartiennent aux (a), (/)et (7)et qu’ils soient
II-libres. L’ordre des classes des cycles v et z est infini et celui des

a/ est t. L’ordre commun des classes des cycles h, Th,..., T’-lh
sera not par t’. Pour chaque couple (Cn/, b), les - et r-cycles cor-

a’ a’ seront dansrespondant biunivoquement aux ./, ./, ./ et /.

Kp notes par les mmes symbols.

Dfinissons par rcurrence quelques cycles importants.

a On peut choisir, pour chaque cycle g (n0) de K, une suite
de chaines (z) (pn>i>n+l) de K, telles que erZn--Zpn--gn}( gn
et que z--3z’+ (---pour pn--i impair; t)--a pour pn--i pair

bien que la manire de choisir ne soit pas unique. On peut supposer
que le support de chaque chaine z soit contenu dans celui de g....

-z+ pour pn lin+l etg. Posons z+.
() De mme, pour chaque couple (Vn+,bn) vrifiant 3c/--tb

et t----0 mod p, choisissons deux suites de chaines (x) (pn>i>n/l) et
X(y) (pn+p>_j>_n+2), telles que ax,=a--b,... b, que px’--3 +1

(p--r pour pn--i impair; p=a pour pn--i pair >_2), que ay,+; ----Cn/

C et 1(c/ ...c/) 3y’,+ et que pY.’--3Y+I’Ypn+p-1 -(p--a pour pn+p--j pair _2; p=r pour pn+p--j impair _>3). On
peut aussi supposer que les supports de chacune x et de chacune y
soient contenus dans ceux de b... b et de c/... Cn/ resp.

*) Une base du groupe abdlien A est un systme d’dldments de A, (at), qui
engendrent le groupe A et qui vdrifient la condition suivante" dtant ti l’ordre de a,
la relation ma=O entrane m-0 mod t.
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Posons 5--3x+1 pour pn--l>i>n+l,
pour pn+p--2>_j>_n+2, et )n/l-- y+:.

Dimension

pn+p-1

Pour
chaque
cycle gn
(n>o)

Tableau I

Pour Pour
chaque chaque
couple couple

(On/l, bn) (cn+, bn)
telle que telle que
t0 mod p t0 mod p

apn+p- t Cpn+p_ t

Tableau II

Pour
chaque
cycle gn
(n>0)

Pour
chaque
couple

(Cn+, bn)
telle que
t__0 mod p

Ypn+p-1 P

Pour
chaque
couple

(Cn+, bn)
telle que
t0 mod p

pn/2i+ 1

o)
pn+2i

Zpn apn tp

h

Cb pn+2t+l::

Zpn-2i+l p

Zn+ p

+u+l::tP
,kn++ll

Ypn+i ::P

pn+2

Yn P

pn-21+l P

Ypn- P

n+ P

Cpn+2+li t

;,
pn+2+li t

rh, rTh,. ., rT-h

off kl=l,..., (l.+-p+l)/p, ks=l,..., (l-l)/p,
k=l,..., (i.t+(p-1)-l)/p, k4--1,..., (l-l)(p-1)/p.

Thorme. Les classes d’homologie de pv et des cycles dans
Tableau I, aux cycles n, / et pros, forment une base de H2(K, Z).
L’ordre de la classe de pv dans H2 est infini et les ordres des autres sont
indiqu$s du cSt$ droit dans le tableau.

() Les classes d’homologie de v et de tousles cycles dans le pre-
mier tableau forment une base de H2-(K, Z). L’ordre de la classe
de v dans H2- est infini et les ordres des autres sont indiqu$s dans
le tableau.

(7) Les classes d’homologie des cycles dans le deuxime tableau
forment une base de H2(K, Z)--H2-*(K, Z).
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L’homomorphisme jo "H2(K’, Z)-->H2-(K, Z) est biunivoque
et son conoyau est isomorphe ( H.(K, Z).

Remarque. Gr4ce l’isomorphisme canonique H,(Q, Z)zH2(K,
Z), l’homologie coecients entiers du produit cyclique d’ordre p du
complexe K sera compltement d$termin$e.

[1]

[2]
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