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7. Dans la suite,* nous considérons le eas ou {,=w"y,+o+py,
(#,>0). Encore pour ce cas, il concerne seulement aux couples &, 7
représentables finiment d’apres le lemme 2, et nous le classifierons en
deux sous-cas suivants:

(i) é=7(o"p,+0)+e, cest-ad-dire, {, est un nombre limite,

(ii) &=y(w"p,+o+u)+e, cest-a-dire, {, est un nombre isolé.

Considérons d’abord le sous-cas (i). Pour que ¢ est représentable
finiment par rapport & 7, il faut et il suffit que ¢ est développable
comme suit
(7.1) =1 (" +0) + vt - e,
ou t>1, p,<a, l;_,>1(2<1<t), pour m arbitraire et a convenable-

ment choisi. Done, nous avons
4

(7.2) ‘Zlem" a,= g{?(lln)m'.v:_i_”(l‘u)m‘—(lln-l,) vy

+ e +0(l1+1)m¢-(ll+ l—l‘).vt},
ou #<Ll), m(1<i<p) (m;_,>m(2<j<p)) sont arbitraires et a, (1
<1< p) sont choisis de fagon que p,a,=2v;, ol v;<a, Par suite, en
revoyant (7.2) comme I’équation (£*), nous avons la

Proposition I,. St Uéquation (E*) remplit les conditions sui-
vantes:

(I}) F(§) est similaire a G(7), e,(=2) est un nombre naturel et
¢, (<1) est un nombre fractionnaire, ou bien F(£) est presque simi-
laire & G(y), e, (>38) est un nombre naturel tel que 2<t<e,—1, ¢,>2
et e, <e,, et ¢,(<1) est un nombre fractionnaire,
elle a au moins des solutions &, 7 satisfaisant aux conditions sui-
vantes:

(1) g=7m Yo" m+0)+ym ™ byt - oo fym=a70.b,

ol lsts—y—"—‘——l, N—ny>2, RIS n,—n, et 7 est un nombre limite
1 m,

et arbitraire sauf A, qui satisfait d —’;‘—=i‘—.
1 a,

Puis, pour le sous-cas (ii), pour que ¢ est représentable finiment
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par rapport & %, il faut et il suffit que & est développable comme
suit
(7.3) E=r 0+ 0+v) 7t vyt - - - 70y,
ou t>2, p, <A, Mo=vs L, <l,—1,1,_,>1, (4<t<t), pour m arbitraire
et a tel que p,a=1y”, ot v'<a. De méme que le sous-cas (i), nous
avons la
Proposition I,. St Péquation (E*) remplit les conditions suivantes:
(I;) F(&) est presque similaire a4 G(7), e, (>2) est un mombre
naturel tel que 2<t<e, e,=1 et e,<e, et c,(<1) est un nombre frac-
tionnaire,
elle a au moins des solutions &, v satisfaisant aux conditions suivantes:

(1) &= rm Ha"py+3+b)H7m ™ Weby -« - o ™" b,,

ol ZStSﬂ, n—n,=1, m,—ny;>2, ﬁ‘—>nl—n, et 7 est un nombre
m, m,

limite et arbitraire sauf A, qui satisfait G ﬁL:%.
1 1

8. Maintenant, pour le cas général ol {, =0’ t;+ o+, (0< B, <a,,
#,>0), nous expliquons quelques propriétés concernant aux nombres
représentables presque finiment. D’abord, nous posons la

Définition 7. Pour un polyndome périodique G(7), si 'on a e,=(j
—1)e, et ¢;=¢, (2< 5 <t), nous dirons que G(7) est périodique uniformé-
ment.

Dés lors, nous pouvons préciser le lemme 4 comme suit:

Lemme 7. Supposons qu'on ait r'=vz, r=uz, v>u>1 et (v,u)
=1 pour le lemme 4. Alors, pour t; m,, a,, (1<1<t, 1< <u); n,,
et b, (1<j<t, 1<4'<v) convenablement choisis, on a

¢ z
81 F (5)5‘21{57""“514‘ oo EMina, ) = gl{n"“bu'i" <o 4n"0b,, } =G().
D'on, F(£) est périodique uniformément on e,=1 et c,=a, et G(y)
& z
est périodique ow c;=b, Encore iz‘,le”'ua,-, est similaire & tzn"ﬂbn,
= -1
o cl=—b°— et ¢, est une constante.
L)
Encore pour l'utiliser plus loins, nous posons la
Définition 8. Pour deux polyndémes périodiques uniformément

z z
F@=2 {gman+- - +{mmay) et G)=2 (7"0by+ - - - + 7Dy}, ol 7/
=z, r=uz, l<u<v, (u,v)=1, a,y=a, et b,,=b, (1<1, 1<t,2 <i'<w,

11 é
2<3'<w), si > &mua, est similaire a 1iElrj'mbu et en méme temps
i=1 =

el=ﬁ et c,=j’—, ol e, et ¢, sont constantes, nous dirons que F'(¢)
u a,

est similaire rationnellement 3 G(7).
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9. Dés lors, nous considérons le cas général ou (=o', +0o+ 4,

(0<Bi<ay, #,>0). Alors d’aprés les lemmes 2 et 3, & peut étre re-
présentable finiment et aussi presque finiment par rapport a 7, et 5,
est commutatif & a, par rapport & l'addition. Done, nous pouvons
poser les formes normales de «,, B, et a tel qu'on ait «;=p,+a,
comme suit
9.1) a,=w'd+p, Bi=wh+p, a=o*(d—h)+p.
Maintenant pour ce cas, nous le classifierons en deux cas ou g,=0
et ¢,>0 en général et encore, s’il en est nécessaire, nous considérons
les sous-cas de ceux-ci. Ensuite, nous rechercherons l'existence des
couples &, 7 représentables finiment ou presque finiment dans chaque
cas, et alors, il faut envisager les deux sous-cas w<f, <a, et B, <
a,<wo (cest-d-dire 7=p=0, a,=d, B,=Fh), mais nous aurons toujours
le méme résultat complétement sous ces sous-cas.

10. Voici le cas ou {;=w”¢,+0. Pour ce cas, nous posons &
=9"(w®p,+0)+e. Alors, on doit discuter les deux propositions I et
II. Voici d’abord la

(I) L’existence des couples &, » représentables finiment.

Congidérons le sous-cas ol w<pB;<a,. Deés lors, pour que ¢ est
représentable finiment par rapport & 7, il faut et il suffit que & est
développable comme suit, pour m et a convenablement choisis:

t3
(10.1) E=n"(o"y +0)-l-§_32 702w +0),
ol t>1, o*o=()? (r=3), l,_,>1;, (2<i<Lt), [,>0,
ou bien

(10.2) ¢= (7o 1, +0)+ PP ()t} 4 g {7 0P+ o)+t mﬂx(v):i- 1,

ou t>1, o®o=)? (r>38), 0" ()< (P 11 >1, (2<1<LE), 1,>0. Encore,
lorsqu’on a t>2, l,=Il,—1 et o”(9):*'=(n)t_,, il faut 0" Ap.+o<(p)***
et g’il existe au moins un ¢ (>3) tel que I,=l,_,—1, o”* () =(y):_, et
oAy, +6>(1):7**, (10.2) ne coincide pas avec la représentation de &
par rapport & 7 et ces conditions sont compatibles. Donc, nous avons
(108)  Bema =3 w0 Ry ey Oty
=1 i=1

ot r>s, #(<l,+1, o1 si r>s, t<l,) sont arbitraires, m,(1<i<p) (m;_,
>m, (2<j<p)) sont choisis de fagon que B,m,=a,g; (donc m,>g,) et
Lm,+9,=l?, a, (1<i<p) sont choisis de fagon que ¢,a,=2 et 1,>0
(ou si r>s, [,>0). Par suite, en revoyant (10.3) comme I'équation
(E*), nous avons la

Proposition J. St léquation (E*) remplit les conditions suivantes:

(") F(&) est similaire a G(y) et e,(>1) est un nombre fraction-
naire, ou bien F(£) est presque similaire & G(y) et e(>1) est un
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nombre fractionnaire tel que 2 <t < [e]+1 et ¢, < [e,] (t=[e,]+1
entraine e,=[e,]),

elle a au moins des solutions &, 7 satisfaisant aux conditions swi-
vantes:

3" e= n[%](w"ﬂ, +a)+ gv[%:] ~m=n0(y#12 b, +a),

o r=s, 131:3[%]4.1, n,_mg[_"_a], h_m [&], ay=wd+p,
1

mJL d m, m,
Bi=w'h+p, a=o*(d—h)+p, ’e=(y) et %'—‘—b-l—,
1 a,

ou bien
@ e={rbm (@t +o)+rlm -0y
+ 3l o@h b o) ol - oo -tanr,

o 7>8, 1gtg[&], nl—n¢<[ﬁ} i=ﬁ!——[—"L], a,=o'd+p, B,
m, m,d d m, m,

=ohtp, G=w (d—R)+p, WFo=(1) IS ot L= -31_

1 1
E'ncore, lorsqu'on a t>2, n,—n.=1 et o’ (p)**=(n)i.,, il faut o*i;b,
‘o<, et &'il existe au moins un 1(>3) tel que n,_,—n,=1,
(=i, et P A, +o=()**", & me coincide pas avec sa repré-
sentation par rapport & 7.

Puis, considérons le sous-cas oul B,<a,;<w. Pour le sous-cas pré-
cédent, si nous posons r=p=0, c’est-a-dire, a;,=d, B,=h et a=d—k,
nous avons le méme résultat complétement que le sous-cas précédent,
et done désormais, s’il n’en conduit pas les résultats différents, nous
nous occuperons exclusivement du sous-cas ol w=p;<a,.

Dans la suite, nous discutons la

(II) L’existence des couples &, » représentables presque finiment.

D’aprés le lemme 4, il suffit de considérer ¢ tel que
(10.4) §=¢ +{r' (0™ +0) +r's1 0P ()] (1<i<r),
ou t=1, & est (10.1), ou (n):*'=0 et [,.,,==0, ou bien (10.2). Mais
alors, nous pouvons démontrer qu’il n’y a aucune couple de &, 7 re-
présentable presque finiment.



