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67. La Solvabilité de Certains Equations sur les
Nombres Ordinaux Transfinis. 111

Par Sokiti NAGAI
Institut de Mathématiques, 1’Université d’Iwaté, Morioka, Japon
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., June 12, 1961)

11. Dans la suite,* nous considérons le cas ou ,=w’¢t;+a+ p,.
Pour ce cas, nous posons §=7'(w’¢;+0+p)+e. Alors, pour m tel que
Bim=a,g (donc m>g, et posons [;m+g=1l) et a tel que pa=2ay, il
existe la relation suivante:

(11.1) $ma=w“"21v+w‘“"‘””"a—i—w’l“’""’*‘(77"yo+e).

Done, pour que & est représentable finiment ou presque finiment par
rapport & 7, il faut que les relation suivantes sont accomplis:

(11.2) o’e=n)? (s<7), a,,.;=a et a,(l,—1)<a,<ayl, (1,>2) ou a,=0
(c’est-a-dire, ¢=0), ou la forme normale de ¢ est e=a™2+4--- .

Par suite, pour ce cas, nous le classifierons les sous-cas suivants:
(i) ap=ayl, et 2=2,, (ii) a,=ayl, et 2<2,,

(iii) ay=a,(l,—1)+a,(2<k<r—s),

(iv) a(li—D+a.<ay<ey(l,—1D)+a,,(2<k<r—3),

( v ) al(l1_1)+ar-s+1<a0<al(l1_1)+ar—v

(vi) a=a(l,—1)+a, .y (vii) ay=a,(l,—1) +a,_ . (2<k<3),
(Viii) al(ll_l)+ar—t+k<ao<al(l1_1)+ar—s+la-l(23]038)’

(ix) a(i—D<a<a(l;—1)+a,(l,>2), (x) a=0.

Dans chaque cas, £ peut étre représentable finiment et aussi presque
finiment par rapport & 7. Mais, pour les cas (i)-(viii), nous pouvons
démontrer qu’il n’y a aucune couple de &, 7 représentable presque
finiment. Désormais nous passerons sans explication s’il en est ainsi.

12. Le sous-cas (i). Pour ce cas, nous pouvons poser
(12.1) =y m+at+m)te, e=7"o"2+---,
ot w'o=(n) (r>38), a,,;=a et A,,,=A(tp+1).

Alors, pour que ¢ est représentable finiment par rapport & 7, il
faut et il suffit que & est développable comme suit

§= {77"(0)"#1 +a+ #o) + 0‘1 - 1((0"111 + wﬂ;(?): + 2)}
+ 33 (@t o )+ 0+t (7)),
ou t>1, I,_,>1, (2 <1< t), wﬂ:(v):»f 2 (77)3_" pour m et @ convenablement

choisis. Encore, lorsqu’on a t>2, l,=1l,—1 et o*(y)*=(p)i.,, il faut
oA, o<(n)i ! et g'il existe au moins un (>3) tel que I,=I,_,—1,

(12.2)

*) S. Nagai: La solvabilité de certains équations sur les nombres ordinaux trans-
finis. I, II, Proec. Japan Acad., 37, 121-126, 175-178 (1961).
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P i=(pi., et Ay, +e>()i**Y, (12.2) ne coincide pas avec la
représentation de & par rapport a 7.

Done, nous avons la formule suivante qui coincide avee (10.3)
comme le cas spécial:

» »
(12.3) 2 gmig, =S {7)'(‘)v“) +,yz(‘)—<z,—z.)v2+ e +77l(‘)'““l”v,,},
=1 =1

ou r>s, t(<l,) sont arbitraires, m,(1<i<p) (m;_,>m,(2<j<p)) sont
choisis de fagon que Bym;=a,g; (donc m;>g,) et Im,+g,=1?, et a,
(1<1<p) sont choisis de fagon que p,a,=21,v°.

Par suite, en revoyant (12.8) comme 1’équation (£ *), nous avons la

Proposition K,. S7 Uéquation (E*) remplit les conditions sutvantes
qui coincident avec (J') comme le cas spécial:

(KD F(&) est similaire d G(n) et e,(>1) est un nombre fraction-
naire, ou bien F(§) est presque similaire & G(y) et e(>1) est un
nombre fractionnaire tel que 2<t<[e,] et e,<[e,], elle a au moins
des solutions &, 7 satisfaisant aux conditions suivantes:

KY)  e={rlm N whp+ o+ )+ rmd @+ ot )
t 717 (g — Bl EC Y e s+
+‘2=,{7}[_m_'-] ¢ ”‘)((l)'q lllbi+a+ﬂ0)+7[ml] * l(‘”‘“'21'*""‘31(7)" 2)}!
X M| [ e, B [ ="
w izl 2] [2]men he2 2] amvise
Bi=w'h+p, a=w(@—k)+p=a,.,, o= )" *< (-0 —;5‘—=£‘— et

1 1
2:4-1

p —1. Encore, lorsqu’on a t>2, n,—n,=1 et o’ (n)?=(y):_,, il
1

Jaut o"Ab,+o<(n); ', et s’il existe au moins un i(>3) tel que m,_,
—n,=1, () i=(n)_, et "2 ,b,+o>()r**, & me coincide pas avec
sa représentation par rapport d 7.

13. Le sous-cas (ii). Pour ce cas, nous pouvons poser
(13.1) =1y +o+p)+e, 5=7/l'_1w¢':i+ ce (7< 4),
ou o'o=(y); (r>s), a,.,=a et 1x+1=11#o+7<21(/‘o+1)'

Alors, pour que ¢ est représentable finiment par rapport a 7, il
faut et il suffit que & est développable comme suit

e=Ur(@htotpg) H7 o T ke () 9)
+ 2 ot )+ ot T ot ) ),

ou t>1, I,.,>1,(2<i<t), pour m tel que fm=a,g (donc m>g) et
Iim+g=l, et a tel que p,a=2p.

De méme que le sous-cas (i), nous avons la

Proposition K,. St Uéquation (E*) remplit les conditions (K)
qui coincident avec (Kji), elle a au moins des solutions &, y satisfaisant
aux conditions suivantes:

=

(18.2)
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(K;’) &= {77[—;1‘] (w‘9 ty,+o+ [t,,) -+ 1][*:7‘{] —l(w"li_l_ wﬁx(v)y 2)}
+ '2_2 {,7 [T’:,] =(ny—np 0" llbi +a+ l‘o) + 7][‘,,,: ] ~(m—-np-1 (m“171+ o (0),'.+ 2)},

o r>s, lsts[ﬂ], [ﬂ}rnl 0, i—ﬂ—[ n‘], a,=o'd+p,
m, m, d fm.l m,
=ohtp, F=w(d—h)+p=a,, ofo=() L=t gl de] g
A ay A

2=2:+1_21/“0'

14. Le sous-cas (iii). Pour ce cas, nous pouvons poser
(14.1)  e=r(Pmtotm)te, e=1 0+ (2<k<r—s),
ol o'c= (7)3 (r> 8)’ O 1=y A1 = Aitty, ;=P +a:+i(2éi§k)’ Asij1
=2;,,(8<7<k) et 2,,,=4+2> A

Alors, pour que ¢ est représentable finiment par rapport a 7, il
faut et il suffit que ¢ est développable comme suit

= {7111(0)91;11 +o+p)+ 74 l(wa,,l_l_wp,(v)uu H}
] O R )}

ou t=1, lH>l (Zgzgt), pour m tel que Bm=a,9 (donc m=>g) et
lm+g=l, et a tel que pa=2v.

De méme que le sous-cas (i), nous avons la

Proposition K,. St Péquation (E*) remplit les conditions (Kj)
qui coincident avec (KY), elle a au moins des solutions &, y satisfaisant
aux conditions suivantes:

&) e=llmwhp ot m)+ ol Tt @)
+ SR b+ )+l T ) ),
oL r>s, lété[ﬂ],[—ﬂ]wq n, = [”‘] a=w'd+p,
m, m, d m, m,
ABI_ ’h+.0; a (I)(d h)+p—a,+,, ma-(r]),, ai ﬁ;+a,+¢(2<'&<k), lj 1
_‘ls-rj 1(3<J<k) T_ bl y Ho= lﬂl el X 2“.., lk'

1 1 1

15. Le sous-cas (iv). Pour ce cas, nous pouvons poser
(16.1) E=r(arpmtotu)te, e=robtoumsd, koo (2<h=r—s),
ol ““"—-(77)2 (r>8), ayu1=a, A=Aty ;.1 =Pty €& A1 =2,
B=1=k), ay=a(Li—1)+pi+a,.p a:<Bita,. <o, et .'-i='zs+k'

Alors, pour que ¢ est représentable finiment par rapport & 7, il
faut et il suffit que ¢ est développable comme suit

¢={n(e i+ o+ o)+ P ()}

+ 2 (P At o+ ) +7 M),

ou t=1, I,_,>1,(2<1<t), pour m tel que Bm=a,g (donc m >g) et
lim+g=l, et a tel que pa=2ayv.
De méme que le sous-cas (i), nous avons la

(14.2)

(15.2)
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Proposition K,. Si ’équation (E*) remplit les conditions (KI) qui
coincident avec (K3), elle a au moins des solutions &, n satisfaisant
aux conditions suivantes:

e= b mid (Pt o+ ) +nlm T ap( )

(K:') 12 L | (92— I (g —np)— .
+ SR T b o o )R e,
on >, lété[ﬂ], [ﬂ]>nl—nn hom_ JL-‘] a, = o'd+p,
ml m1 d ml ml
\1=wh+p, =0 (d—h)+p=a,.,, =) a;_1=Pita,. 1€ A1 =20
(3§iék), ak<ﬁ1+a3+k, #l =—b; et I,l0= _2.‘!"'_1_.
A a, A
16. Le sous-cas (v). Pour ce cas, nous pouvons poser
(16.1) s=n( o+ 1) +e, e=n"1 P A+ - -,

Oﬁ 0)&(7:(7])3 (’r>8), a,+1=&, 2‘+1=21ﬂ0, ai=[31+a3+i et 2¢=2,+,-(2§i§’r—8),
ay=a(l,—1)+B, a,_ .. <Bi<a,_, et A=2w,.

Alors, pour que ¢ est représentable finiment par rapport & 7, il
faut et il suffit que & est développable comme suit

(16.2) &=p(fpy+o+m)+ ‘ELI’ (PP A+ o+ p— 1)+ ()i},

ou t=2, l,=Il,—1, I,_,>1,(8=<t¢=<t), pour m et a convenablement
choisis. Encore, s’il existe au moins un %2(=3) tel que I,=I,_,—1,
(16.2) ne coincide pas avec la représentation de ¢ par rapport a 7,
car 8,>a, ..

Done, nous avons la formule suivante qui coincide avec (12.3)
comme le cas spécial:

» b4
(16.3) 2 Mg, = 2 {771“)1)(‘).'_”l(‘)-(lx-l:)vz_'. e +771(‘)—(h—lt)”‘},
=1 i=1

ol >3, {2=<t=<1,) sont arbitraires, m,(1=1=p)(m,.,>m;(2=<35= p))
sont choisis de fagon que B,m,=a,g; (donec m,>g,) et lym,+g,=I?,
a,(I=<1=<p) sont choisis de facon que p,a,=2,p*".

Par suite, en revoyant (16.3) comme Péquation (E*), nous avons la

Proposition L,. Si Uéquation (E*) remplit les conditions suivantes
qui coincident avec (K) comme le cas spécial:

(L{) F(&) est presque stmilaire a G(y), e,(>1) est un nombre
fractionnaire tel que 2=t =<[e,] et e,<[e,], et e,=1, elle a au moins
des solutions &, n satisfaisant aux conditions suivantes:

$=77[%1‘](0""#1+0+ﬂo)

LY ] o ] npom
(L) +§{’7[""] D Piagh,t o pg— 1)yl m Iy

ou r>s, 2§t§[-1"-‘-:|, n,—n,=1, I:fﬁ- >Nn—n,, i=ﬂ—[ n,], a,
m, m, d m, m,

=w'd+p, fi=0'h+p, a=0(d—h)+p=a,.;, O°o=(n)iy a;=PBi+a,,; €t 1
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=2,+:(2=t<r—38), a,_,..<pBy %:i et py= 2;1 . Encore, 8’il existe

1 a, 1

au moins un i(=3) tel que n,=n,_,—1, ¢ me coincide pas avec sa
représentation par rapport a 7.

17. Le sous-cas (vi). Pour ce cas, nous pouvons poser
7.1 §=1{(Pptotm)te e=r 0Pt
ol o =(n)i (r>3), a,.1=a, dy1=Atto, ;= Py +a,,, et 1,=1,,(2<i<r—s3),
@, .1 =B, et 2r—a+1+1=11”2’

Alors, pour que & est représentable finiment par rapport & 7, il
faut et il suffit que & est développable comme suit
§={r (P tatp) 70t o+ pm—1)+7 ()}

t

+ 27 (@Pawit o+ —1)+77 k-,
ou 2=, l,=1,—1, I,_,>1,(83=Z¢<t), pour m tel que S, m=a,g (done m>g)
et Im+g=l, et a tel que g,a=Ai,p. Encore, s’il existe au moins un
Y=3) tel que l;=l,_,—1 et oA, +o=(7);"**!, (17.2) ne coincide pas
avec la représentation de ¢ par rapport i 7.

De méme que le sous-cas (v), nous avons la

Proposition L;. Si¢ Péquation (E*) remplit les conditions (LI) qui
coincident avec (Ly), elle a au moins des solutions &, y satisfaisant aux
conditions suivantes:

e=t NPt o)+ R AT 4 1)
@) AT e SR b o 1)
LR ),
on 2§t§|:—ﬁ], nl—nz::l) l:"”h:l>n1—nu i: "”b"—l: ™ ]7 a, = 'd+P,

(17.2)

m, m, d m, m,
\=w"h+p, &=w'(d_h)+‘0=as+1y 0)50':(77): (r>s), a,=Pi+ta,..et 3,=2,.,
(2§?:_S_7‘—S), ,Bl=a,_,+1, —I““l‘zi‘, y‘):ﬁ et Z=21b2_2’-_:+10 E’ncO‘re,
4 o A4

8'il existe au moins un i(=8) tel que n,=mn,_,—1 et 3,0, +o=(n)i "},
& me coimcide pas avec sa représentation par rapport @ 7.

18. Le sous-cas (vii). Pour ce cas, nous pouvons poser
(18.1) g=p Py to+p)te, e=p e+ - (25K<s),
oll ' =(7); (r>38), agy=0, A,.1= A ty, ;=P Fa,,, et 1,=2,,,(2=Z1=r—3),
ar-.+;=ﬁj(1§j§k)’ Arosr1=Ay, 1r-.+j'=1y(2§j1§k—1) et lr-a+k+§=2k
(donc r—s==8).

Alors, pour que ¢ est représentable finiment par rapport a 7, il
faut et il suffit que & est développable comme suit

e={ (et o+ pm) + A+ (o) + po— D7 (7))

18.2 ¢
o + 2 @ Tt o =170,
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ou 2<t, l,=1l,—1, [,_,>1,(83<i<t), pour m tel que Bm=a,g (donc
m>g) et Iim+g=Il, et a tel que g,a=21,v. Encore, s’il existe au moins
un ¢(>3) tel que l,=l, ;—1 et oAy, +o>(n);**!, (18.2) ne coincide
pas avec la représentation de & par rapport a 7.

De méme que le sous-cas (v), nous avons la

Proposition L;. St Uéquation (E*) remplit les conditions (L) qui
coincident avec (Li), alle a au moins des solutions &, n satisfaisant
aux conditions suivantes:

e={rlm N whpn ot ) A7 O (BT () 4y — 1)
” [ﬂ-] —my=n)-1, £ [ﬂ] —(ny—ny)
(L) +y-m (r- 3+ §3 {p-m (@20, +0+1,—1)

My —m)—
Fabm gy,
on 2Stg|: L2 ], ’nl—n2=1, [ﬁ]>nl—nt, ﬁzﬁ_[ﬁ_}_}’ a1=w"d+.0,
m, m, d m, m,
Bi=w'h+p, a=w(d—h)+p=a,.;, °o=(1); (r>s et r2s), ;=B +a,.;
et li=2_,+i(2£'l:£’r—8), a,_“j:ﬁj(l Sjg k), 21‘-8+l=21b27 2,-_‘+jl=2jl
(<3’ <k—1), 2=2,_ 41— A by et p0=%“‘—. Encore, il existe
1 a, 1
au moins un 1(>3) tel que m,=n, ,—1 et 2,0, +o>(n) ", & ne
coincide pas avec sa représentation par rapport 4 7.




