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A. Monteiro a proposé? de déterminer les algébres de Lukasiewicz
(trivalentes) qui sont injectives et il a conjecturé qu’elles doivent étre
les algébres complétes et centrées. Nous avons montré non seulement
qu’il en est ainsi, mais aussi que ce résultat peut étre considéré comme
une conséquence d’un important théoréme de Roman Sikorski [8].

Nous supposerons connues certaines notions sur les algébres de
Boole et sur les algébres de Lukasiewicz (voir [3]-[7]).

Les opérateurs de possibilité (M), de nécessité (v) et de négation
(N) seront representés dans cette note respectivement par 7, 4, ~.

Un centre d’une algébre de Lukasiewicz A est un élément cc A
tel que ~c¢=c¢.? D’aprés Moisil A ne peut avoir qu’un seul centre.

Si A a un centre ¢, Moisil [5] a montré que pour tout ze A:
x=dae\ (eNVaNV ~x).

Remarquons que

x=(dx\ )\ dx\ V)N (da\/V ~x)
et comme dx\/FVo=Vux; Ao\ V~x=dx\ ~4x=1, alors on peut écrire
plus simplement:
r=(deVe)AVw
ou ce qui est équivalent
x=FxAec)Vdux.

Un élément ke A sera dit booléen si % a un complément, c¢’est-
a-dire s’il existe k' c A tel que kVEk'=1,kAK' =0. §’il en est ainsi
on a k'=~Fk. D’aprés Moisil [3] pour qu’un élément x soit booléen
il faut et il suffit que Fz==x, ou ce qui revient au méme dx=zw.

Représentons par K(A) ’algébre de Boole des éléments booléens
de I’algébre de Lukasiewicz A.

1.1. LemMME: St C est une algébre de Lukasiewicz compléte,”
alors algébre de Boole K(C) est complete.

DEMONSTRATION. Soit {k;};e; une famille d’éléments de K(C), et soit
k= V k;. Montrons que ke K(C). En effet comme k;<k pour tout

1€ET
1€ I, alors, 4 étant monotone, nous pouvons écrire:

1) Dans un cour sur les Algebres de Lukasiewicz réalisé pendant le premier
semestre de 1968 & I’Universidad Nacional del Sur.

2) Voir [3] p. 446.

3) C’est-d-dire le réticulé C est complet.
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k;=4k, <4k pour tout ¢e I
d’ot k= .V k,<A4k<k, donc dk=Fk, et par conséquent ke K(C).

1.2. DEFINITION Une algébre de Lukasiewicz C sera dite
injective st quel que soit U'algebre de Lukastewicz A et une sous
algébre B de A, alors pour tout homomorphisme f de B dans C, il
extste un homomorphisme h de A dans C qut est une extension de
f (c’est-a-dire h(b)=f(b) pour tout be B).

Il est bien connu que:

1.8. THEOREME: Toute algébre de Lukasiewicz est sousalgebre
d’une algébre de Lukasiewicz compléte et cemtrée.

1.4. THEOREME: Une algébre de Lukasiewicz C est injective
st et seulement st C est compléte et centrée.

DEMONSTRATION. Nécessaire: Soit C une algébre de Lukasiewicz
injective, alors, par le théoréme 1.3. nous pouvons affirmer que
C peut étre étendue a une algébre de Lukasiewicz A compléte et
centrée. Soit f la transformation de la sous-algébre C de A dans
C, donnée par f(x)=« pour tout xe C. Il est évident que f est un
isomorphisme de C sur C.

Comme C est injective, alors il existe un homomorphisme ~ de
A dans C qui prolonge f.

Soit {¢;};e; une famille d’éléments de C. Montrons que cette
famille a une borne supérieure dans C. En effet comme ¢;e€ A pour
tout ie I alors il existe I’élément V ¢;=c,€ A, donc ¢; Ac,=c; pour
tout %€ I, et par conséquent h(c..-/\czi—-h(ci) c’est-a-dire h(c;) Ah(c)=
h(c;). Comme ¢;€ C et h est une extension de I’homomorphisme f,
nous aurons f(c;)Ah(c))=f(c;) pour tout ¢e I, c’est-d-dire ¢; A\ h(c,)=
¢; pour tout ¢€ I, alors: h(c,)e C est un majorant (dansC) de la
famille {¢;};e:.

Supposons maintenant qu’il existe un élément ¢’e C tel que
¢;<c¢' pour tout ¢e I, alors ¢,<c’ et par conséquent h(c,)<h(c')=c'.
Nous venons de montrer que k(c,) € C est la borne supérieure (dans C)
de la famille {¢;};e;, donc C est compléte.

Voyons que C est centrée. En effet comme A a un centre c,
alors nous aurons h(c)=h(~c)=~h(c), donc h(c) est un centre de C.

Suffisante: Soit C une algébre de Lukasiewicz compléte et cen-
trée, A une algébre de Lukasiewicz, B une sous-algébre de A et f
un homomorphisme de B dansC.

K(A), K(C), et K(B) sont des algébres de Boole, et par le lemme
1.1., K(C) est compléte. Soit f’ la restriction de f a K(B), alors
f' est un homomorphisme booléen de K(B) dans K(C), donc par un
théoréme de Sikorski’ il existe un homomorphisme booléen &' de

1) Voir [8] et [2].
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K(A) dans K(C) qui est une extension de f’.
Posons par définition: h(x)=(h'(dx)\Ve) AR (Fx) pour tout a de
A.
Voyons maintenant que # est un homomorphisme de A dans C.
Pour cela on doit démontrer que:
H1) h(xAy)=h(x)A\I(y).
En effet
hzAy)=Hd@AY) VANV T(@AY))
=W (dx N\ dy)N )ANW T AV y)
=((W' ) \NK (dy)Ve)NBFTx)NK Ty)
=(('(d2) VN B DY)V ) AR T ) AR Ty)
=h(x)N\h(y) .
H2) ~h(x)=h(~2x).
~h(x)=~((W (@) V) NW' (V@)
=(~h(dx)N\~c)V ~h T x)
=((W(~dzm)N) VI (~F )
=W ~2) VI (d~5)N\(eVh (4~))
='d~2)VINNW T ~x\ d~x))
=R'd~x)V)ARK T ~x)
=h(~zx) .
H3) Fh(zx)=h{Fx).
h(x)y="V (W T x) A\ (R () V ¢))
=V T x)N\FTh'(dx)\/Fe)
=V x)\FVh'(4x)\V1)
=V Ve)y=hn{Fx)
=T )NRFTx)\Ve)
=hTVe)A\ R (W x)\Vc)=h(Fx).
Voyons finalement que % est une extension de f.
Soit be B, alors comme B est une sous-algébre de A, nous
aurons 4b, Vbe B, plus précisément 4b, b e K(B), donc:
(i) B'(4b)=r"(4b)=f(4b),
(ii) K Fb)=f'(Fb)=f(Fb)
et par ailleurs nous pouvons écrire, en utilisant (i) et (ii):
h®)=RKFO)N R (4b)\ e)=FFb) A\ (f(db) V)
=VFO)NAf(b)Ve)=(b)

et la démostration est terminée.
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