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126. Sur les Algbres de Lukasiewicz Injectives

Par Luiz MONTEIRO
Institut de Matemtica Universidad Nacional

del Sur, Bahia Blanca

(Comm. by Kinjir5 KUNUGI, M.J.A., Sept. 13, 1965)

A. Monteiro a propos) de dterminer les algbres de Lukasiewicz
n(trivalentes) qui sont injectives et il a co jecture qu’elles doivent (tre

les algbres completes et centres. Nous avons montr non seulement
qu’il en est ainsi, mais aussi que ce rsultat peut tre considr comme
une consequence d’un important thorme de Roman Sikorski 8.

Nous supposerons connues certaines notions sur les algbres de
Boole et sur les algbres de Lukasiewicz (voir 3-7).

Les oprateurs de possibilit (M), de ncessit () et de ngation
(N) seront represents dans cette note respectivement par

Un centre d’une algbre de Lukasiewicz A est un lment c e A
tel que ,-.,c-c.) D’aprs Moisil A ne peut avoir qu’un seul centre.

Si A a un centre c, Moisil 5 a montr que pour tout x eA:
x--zlxV(cAg’xAlz,.x).

Remarquons que
x-- (/x V c) A (z/x VTx)A (/xV"x)

et comme zlxVg’x--g’x; zlxVg’,..,x=zlxV,-ztx--1, alors on peut (crire
plus simplement"

x--(xVc)Ax
ou ce qui est quivalent

x--(xAc)Vx.
Un lment k e A sera dit boolen si a un complment, c’est-

-dire s’il existe k’e A tel que kVk’-, kAk’-0. S’il en est ainsi
on a /d-k. D’aprs Moisil [3] pour qu’un lment x soit boolen
il faut et il suffit que gx-x, ou ce qui revient au mme Jx-x.

Reprsentons par K(A) l’algbre de Boole des lments boolens
de l’algbre de Lukasiewicz A.

1.1. LEMME: Si C est une algbre de Lukasiewicz complete,)

alors l’algbre de Boole K(C) est complete.
D,0SR.m. Soit {k} une amille d’lments de K(C), et soit

k- V k. Montrons que k e K(C). En effet comme k__k pour tout
i e I, alors, / tant monotone, nous pouvons crire:

1) Dans un cour sur les Algbres de Lukasiewicz rtialis pendant le premier
semestre de 1963 l’Universidad Nacional del Sur.

2) Voir [3J p. 446.
3) C’est4-dire le rticul C est complet.



No. 7 Sur les Algbres de Lukasiewicz Injectives 579

k-z/k_< z/k pour tout i e I
d’ofi k- [ k<_2k<_k, donc 2k-k, et par consequent Ice K(C).

1.2. DEFINITION: Une algbre de Lukasiewicz C sera die
injec$ive si quel que soi$ l’algbre de Lukasiewicz A e$ une sous
algbre B de A, alors pour $ou homomorphisme f de B dans C, il
eise un homomorphisme h de A dans C qui es$ une extension de
f (c’es$-d-dire h(b)-f(b) pour $ou$ b e B).

I1 est bien connu que:
1.3. THEOREME: Tou$e algbre de Lukasiewicz es$ sousalgbre

d’une algbre de Lukasiewicz comple e$ cenre.
1.4. THEOREME: Une algbre de Lukasiewicz C es$ injec$ive

si e seulemen$ si C es$ compl$e e$ cen$re.

DEMONSTRATION. Ncessaire" Soit C une algbre de Lukasiewicz
injective, alors, par le thorme 1.3. nous pouvons affirmer que
C peut tre tendue une algbre de Lukasiewicz A complete et
centre. Soit f la transormation de la sous-algbre C de A dans
C, donne par f()- pour tout e C. I1 est vident que f est un
isomorphisme de C sur C.

Comme C est injective, alors il existe un homomorphisme h de
A dans C qui prolonge f.

Soit {c}e une amille d’lments de C. Montrons que cette
famille a une borne suprieure dans C. En effet comme c e A pour
tout i e I alors il existe l’lment /c-Co e A, donc c/ c0-c pour

tout ie Let par consequent h(c/Co)-h(c) c’est--dire h(c)/h(co)=
h(c). Comme ce C et h est une extension de l’homomorphisme f,
nous aurons f(c)/ h(co)=f(c) pour tout i e/, c’est--dire c/ h(co)-
c pour tout i e L alors: h(co)eC est un majorant (dansC)de la
famille {c}e.

Supposons maintenant qu’il existe un lment deC tel que
c<_c’ pour tout i e L alors Co<_C’ et par consequent h(co)<_h(c’)-c’.
Nous venons de montrer que h(co)e C est la borne suprieure (dans C)
de la famille {c}e, donc C est complete.

Voyons que C est centre. En effet comme A a un centre c,
alors nous aurons h(c)-h(c)-h(c), donc h(c) est un centre de C.

Suffisante" Soit C une algbre de Lukasiewicz complete et cen-
tre, A une algbre de Lukasiewicz, B une sous-algbre de A et f
un homomorphisme de B dans C.

K(A), K(C), et K(B) sont des algbres de Boole, et par le lemme
1.1., K(C) est complete. Soit .f’ la restriction de f K(B), alors
f’ est un homomorphisme bool6.en de K(B) dans K(C), donc par un
thorme de Sikorski il existe un homomorphisme boolen h’ de

1) Voir 8 et E2].
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K(A) dans K(C) qui est une extension de f’.
Posons par d#,finition: h(x)- (h’(Ax) Vc)/k h’(Vx) pour tout x de

A.
Voyons maintenant que h est un homomorphisme de A dans C.

Pour cela on doit dmontrer que"

H1) h(xAy)-h(x)Ah(y).
En effet

h(x/\ y) (’((x/x y)) v c)/x h’((x/x y))
(h’(xA)Vc) A h’(xA)
((’(x)A ’())Vc)A ’(rx) A ’(rU)
((’(x) V c) A (’() Vc)) A ’(rx)A ’(rU)

=(x)A().
HZ) (x)--(x).

(x)-- ((’(x) V c) A ’(rx))
=(’(x)A c)V
((’(Zx)A c) V’()
(’( x) V’( x)) A (c V’(
(’(4 x) V c) A (’( xV
(’( x) V c) A’(x)

=(x).
HS) r(x)--(rx).

(x)--r(’(rx)A (’(x) V c))
r’(rx)A (r’(x) V
r’(rx)A (r’(4x) V)

=r’(rx)--’(rx)
’(rx)A (’(rx) V c)
’(rrx)A (’(rx) Vc)- (rx).

Voyons finalement que hest une extension de f.
Soit b eB, alors comme B est une sous-algSbre de A, nous

aurons b, gb e B, plus pcisment Jb, gb e K(B), done"
(i) ’()=/’()=/(),
(ii) ’()=/’()=/()

et par ailleurs nous pouvons crire, en utilisant (i) et (ii)"
()-’()A(’() Vc)=f(r)A (/() Vc)

=r/()A (/() Vc)=/()
et la dmostration est termine.
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