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170. Sur la rgularit des points frontires relative
l’quation linaire du type elliptique et du second

ordre dans le problme de Dirichlet. II

Par Seturo SIMODA
(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M.J.A., Nov. 12, 1965)

3. Cas c(x) non-positi. Rgularit au sens Lebesgue-Bouligand.
Maintenant, nous allons donner une autre dfinition de la rgularit(.
D]FINITION 3.1. (Rdgularitd au sens Lebesgue-Bouligand). On

dit qu’un point ed est gulier (u-O) pour d au sens de
Lebesgue-Bouligand (ou au sens LB abrviativement), lorsque et
seulement lorsqu’il existe une hypersphre ouverte X centre sur
et une fonction Ve C(d ) remplissant les conditions suivantes:

1 V(x) >0 dans d f]X entier,
2 lim V(x)-0 et

(dNv)

3 Vest (10)-surfonction dans d N X.
Apropos de telle rgularit, le thorme qui suit est ais prouver-

THORME 5. Si un point e d est rdgulier (u-O) pour d,
est en mme temps regulier (3u-O) pour d au sens [LB.
Preuve. Si ed est rgulier (u-0) pour d, il existe une

hypersphre ouverte Z et une e C (d V Z), qui d’elle-mme satisfait
[1, [2, et [3, c.q.f.d.

Si l’inverse de ce thorme tait tablie, il rsulterait une quiva-
lence entre la rgularit au sens [LB et celles des autres sortes.
Quoique l’tablissement de l’inverse de Thorme 5 est ainsi avorable
nous et il y a toute apparence qu’elle sera affirmative, nous n’avons

pas russi la dmontrer. Mais, si nous prerons, plutSt que la
rgularit au sens [LB, la rgularit au sens [LB’, qu’on va dfinir
tout de suite, la dite quivalence est aisle obtenir.

DFINITION 3.2. (Rdgularitd au sens [LB’). On dit qu’un point
e d est rdgulier (u-O) pour d au sens [LB’, lorsque et seulement

lorsqu il existe une hypersphre ouverte 2: centre sur et une
onction Ve C(Xd)remplissant les conditions [2, [3 en haut et
celle qui suit:

[1’ lim inf V(x)0
(x:d)

quel que soit s e (Z d) exceptd s-.
TH]OR]ME 6. Si un point e d est rdgulier (u-O) pour d

au sens [LB’, il est en mgme temps rdgulier (u-O) pour d; et
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vice versa.
Preuve. Premier supposons que S e 3d soit rgulier (u-0) pour

d au sens LB’. Si l’on r4flchit sur la preuve de Thorme 4,
est ais de voir qu’il n’y a qu’ dmontrer qu’on a

lim uEZ, O_(x)-z()
(xd)

quelle que soit Z e C(3d), c’est--dire, pour tout e>0, il vient
lim sup u:, 0(x)<()/e et
(xd)(11) lim in uZ, 0(x) >(S)--e.
(d)

D’aprs l’hypothse du thorme, il existe une Z et une fonction
Ve C(dZ) remplissant les conditions 1, 2, et 3 (cf. Dfini-
tion 3.2).

Soit /-(e) > 0 un hombre tel que s- I=< et s e d entralnent
z(s)- I-_<

Dsignons par Z une hypersphre ouverte centre sur , de rayon
-<_ et telle qu’on air
(13) Z(R)Z et (3Z)d=/=vide.
Puisque s e( d) entralne s e Z d, V satisfait aux 1’, 2, et
3 avec Z au lieu de Z. Encore

m-min V.(x)" x e () d
est sans aucun doute >0 vu que (Z)d_Zd.

Prenons une We C(d) (Z, 0) et posons
C-max W(x)-Z(): x e d-max _W(x)’x e d-Z();

le fait que l satisfait /5 pour : entralne C>-0. Si l’on pose
V(x)-C V(x)/m/Z()/ e,

c’est une (10)-suronction dans d Z et donne
(14) lim in V(x) W(y) toutes les lois y e (3X) d

d’aprs le choix de C et m. Puisqu’il subsiste (14) et que W est.
une (10)-suronction dans d entier, la onction

W(x) W(x) lorsque x e d-Z
(min V(x), W(x) lorsque x e d X

est encore (10)-surfonction dans d entier en vertu de Lemme 2.3.
En outre, il est ais de voir que W satisait la condition
c’est--dire We (Z, 0), vu (12).

Du precedent, il rsulte
u[Z, O(x)<= W(x) dans d entier

et donc

1) On entend

pour x e (I1) A d.

V.(x) lim inf V(y)
(ydAZ1)
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lim sup uEZ, 0](x)-<:lim sup W(x) lim V(x)
(d) (d) ($ d fi Z1)

c’est la premiere ingalit de (11).
Tout de la mme aon, on obtient la deuxime.
Ensuite, on suppose tant rgulier (u-0) pour d. Alors, il

existe une hypersphre ouverte centre sur (et de rayon
et une onction e C (dZ) remplissant les conditions ((1)), ((2)), et
((3)) (cf. Dfinition 1.1).

Si l’on pose

dans d Z avec

M=2(-+B(3) + c [(,
\ Oo

V est une (lO)-surfonction dans d f2: (la condition [3) et ais6ment
on voit V satisfaisant aux conditions [1’ et [2] en tenant compte
de ((1)), c.q.f.d.


