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108. Sur les convergences dans l’espace rang. I

Par Yukio YOSHIDA
Universit d’0saka

(Comm. by Kinjir6 KUNU(I, M.J.A., May 12, 1966)

Considrons un espace rang) R satisfaisant aux axioms (A) et
(B) de M. Hausdorff dont l’indicateur est w.

1. Une convergence. Dfinition 1. Etant donne une suite
des points {x 10<w} et un point x de R, nous disons que la
suite {} converge quasi-propremen vers x, ou que est une limie
quasi-propre de {x}, et nous ecrvons par

e {lim-q-prop }

s’ils satisfont aux trois conditions suivantes:
(1) x e lim x}.

(2) Lorsque x est spar) d’un autre point y de R, il existe une
suite fondamentale {V(x)I 0 <w} des voisinages par rapport
x) dont, pour tout nombre ordinal (0 <_ cr <co), on a

x e V(x)
et telle qu’on a

(3 Lorsqu’un point y de R est spar du point , pour toute
suite fondamentale {U(y)] 0 _< <co} des voisinages par rapport y
telle qu’on a e U(y), il existe un nombre ordinal

tel que la suite {} est rsiduelle dans la complimentaire de Uo(y).
Alors, pour une suite {x ]0___<w} des points de R et pour

des points , y de R, il est facile d’tablier les propositions suivantes.
Proposition 1. x e {lim-prop x}1 enraine x e {lim-q-prop x}.

Proposition 2. Si l’on a x--x (0a<w), alors nous avons
x e {lim-q-prop x}.

Proposition 3. Si l’on a x e {lim-q-prop x}, alors pour route

suite partielle1) {x() 0_<<w} de la suite {x 0_<co}, on a
x e {lim-q-prop x()}.

Proposition 4. Si l’espace rang R satisfait d l’axiom (b) de
Prof. K. Kunugi, et si l’on a, pour un hombre ordinal

x e {lim-q-prop x0+}

1) K. Kunugi: Sur la mthode des espaces ranges. I. Proc. Japan Acad., 42,
318-322 (1966).

2) K. Kunugi" Sur la mthode des espaces ranges. II ( paraitre).
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alors on a
x e {lim-q-prop x,}.

Supposons maintenant que l’espace R satisfait l’axiom de
sparation (To) de M. Kolmogoroff, alors nous avons deux propositions
suivantes:

Proposition 5. Si l’on a
x, ye {lim-q-prop x}

alors on a x-y.
Proposition 6. Si l’on a x e {lim-q-prop x,} et si l’on a

xx (pour tout " 0<_w)
alors il existe une suite {x,(a) ]0A<w partielle de la suite {x,}
telle que

’ entraine x x,.
Dmonstration. S’il existe un nombre ordinal a0(0a0w)tel

que pour tout nombre ordinal a(a0ga<w) il existe un nombre ordinal
(0g <0) tel que l’on a

X X.
Alors, parce que l’indicateur de R est un hombre ordinal limite
inaccessible, il existe un nombre ordinal 0 (00a0) et une suite

{x 0 <}
partielle de la suite donne tels que

x()-x0 (pour tout " 0 <w).
Donc on a

x0 e {lim-q-prop x()}.

Ce contredit que
x e {lim-q-prop x} et xCXo c.q.f.d.

Remarque. Pour le cas off la limite quasi-propre consiste en
un seul point, nous crivons x-- lira-q-prop x au lieu de x e {lim-q-prop x}.

Pour une partie E quelconque d’un espace, rang R satisfaisant
aux axioms (A) et (B), nous dsignons comme il suit:

(E)--{x x e {lim x} off V x e E}

(E)-{x x e {lira-prop x} off va x e E}

2(E)-{x x e {lira-q-prop x} off Va x e E}

E=adhrence de E.
Clairement, nous avons:
Proposition 7. 2(E)E, 2(E)2(E)2(E)E.
Nous montrerons dans la note prochane que ces operations de

partie d’espace rang sont distinctes l’un de l’autre.
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2. Espace quasi.s6par6ment rang6. Dans ce paragraphe sup-
posons que un espace rang6 R satisfait aux axioms (A), (B) de M.
Hausdorff, (b)de Prof. K. Kunugi et (To)de M. Kolmogoroff, et
que l’indicateur de Rest w. Et nous 6tudions le cas o, pour toute
suite {x 10___ co} des points de l’espace rang R, x e {lim x.} entralne

x-lim-q-prop x,. Nous disons que l’espace rang R de cette sorte

est quasi-sparment rang.
Proposition 8. Pour que l’espace rangd R soit quasi-sdpardment

rangd, il faut e il su que, pour tous deux points x, y distincts
et pour $oues suites fondamenales

{U.(x) 0<<} et {Vo(y) 0<_<}
des voisinages par rapport d x et d y rdspectivement, il existe un
hombre ordinal o tel que l’on a

U.o(X) V.o(y)-.
Dmonstration. Sur la ncessit. S’il existe duex suites fonda-

mentales
{U,(x) O<_a<w} et

des voisinages par rapport x et y rspectivement, telles que l’on
a, pour tout a(0_<a< w),

U.(x) V.(y)
alors il existe une suite {z, ]0_<<w} des points de R telle que
l’on a

z e U.(x) V.(y) (o<_<
Alors on a

x--{lim z.} et y e {lim z.}.

Donc, par la supposition, on a
x-- lim-q-prop z,

et y-- lim-q-prop z,.

Par consequent x--y.
La suffisance est claire, c.q.f.d.
Corollaire 1. Un espace quasi-sdpare’ment rangd est un espace

sdpard.)

Corollaire 2. Dans un espace quasi-se’pare’ment rangd R, sur
route suite fondamentale { V,(x) lOg o9} des voisinages par rapport
d un point x quelconque de R, on a

V.(x)- {x}.

Dans l’espace quasi-sparment rang R, pour toute partie E de
R, on a (E)-q(E).

3) c’est-h-dire qu’il est satisfait h l’axiom de sparation (D) ou (T) de M.
Hausdorff.
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Inversement, dans un espace rang6 R, si l’on a, pour route
partie E de R, (E)--q(E), alors de chaque point x de R et de
toute suite fondamentale

{V(x) 0_<a<}
des voisinages par rapport x, on a V.(x)-{x}.

Car si l’on a y e V.(x), alors on a x e 2({y}) donc on a x e 2q,({y}).

Par consequent on a x-y.
Poposition 9. Pour tou.e partie E d’un espace rang R, si

l’on a
2(E)--2q,(E)

alors l’espace R est quasi-sdpardmen rangd.
D4monstration. Soient x, y deux points distincts de R et soient

{V,(x)} et {U,(y)} deux suites fondamentales des voisinages par
rapport x et y rspectivement.

Pour tout nombre a(0<_a<w) s’il existe un point z, tel que
z. e V.(x) U(y)

alors on a
x, y {lim

Parce que
V.(x)= {x} et U.(y)= {y}

on peut supposer que, pour tout a, on a
z.x et

Soit que E={z.}, alors on a
x e 2(E)= 2q(E).

Donc il existe une suite

partielle de {z,} telle que l’on a
x-- lim-q-prop

Et soit que E={z.(a)}, alors on a
y e (E)=q(E).

(Parce que (z,(a)} est partielle de {z,}). Donc il existe une suite

partielle de {z,(a)} telle que l’on a
y lim-q-prop z,(a()).

Ce contredit la relation
x- lim-q-prop z,(a()) c. q. f. d.


