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136. Sur le produit des espaces ranges. II

Par Yukio YOSHIDA
Universit d’0saka

(Comm. by Kinjir6 KuNuc,I, M.J.A., June 13, 1966)

Dans cette note, soit w un nombre ordinal limite inaccessible,
soit (:/:0) un nombre ordinal infrieur ou gale w, soit E la
totalit des nombres ordinals inf6rieurs , et soit {RI e E} une
famille d’espaces ranges qui satisfont aux axiom (A), (B) de M.
Hausdorff et (b) de Prof. K. Kunugi et dont les indicateurs sont
tous gales

2. Espace (R-- ]-I Re, .). Sur l’ensemble produit R- ]-[ R,
0<<0 0<0

prenons pour la base des voisinages d’un point x queleonque de R la
totalit6 des ensembles nolmals) E dont pour chaqu’un il existe un
nombre ordinal 7 inf6rieur co tel que

un voisinage du point p,(x) lorsque 0<_<p(E)- R lorsque r]__%
(off p est la projection de R sur R). Alors l’espace R devient un
espace topologique satisfaisant aux axioms (A) et (B).

Sur l’espace R, prenons pour voisinages de range c (0 <_
d’un point quelconque de R tous voisinages normals de dont
chaqu’un est transform par la projection p. R--R sur un voisinage
du point p() et de rang dans R lorsque 0_<c, et sur R
lorsque c<_. Alors, si tous espaces ranges R satisfont . l’axiom
(c), R devient un espace rang6 dont l’indicateur est o) et qui satisfait
aux axioms (b) et (c).

D6signons-le par (R- ]-[ R, p ou brivement par
0<<0

Sur l’espaee rang6 R- [[ R, p:) la projection p," R-R, trans-
0<<0

forme le voisinage d’un point x queleonque de R et de rang
suprieur sur un voisinage du point p,(x) et de rang c. Done,
lorsqu’une suite {V.(x) ]0<_c<o} des voisinages dans R est fonda-
mentale par rapport x, pour tout , la suite {p(V.(x))]O<_o<
des voisinages dans R, est fondamentale par rapport point p,(x).

Soit S un espaee rang6 queleonque dont l’indicateur est w, et
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soint {V()10<_a<o)} une suite fondamentale des voisinages par
rapport un point quelconque de S. Nous disons que la suite
est dgbordde lorsque, pour tout nombre ordinal /9 (0_</9<w), elle
contient au moins un terme de rang /9. De plus, lorsqu’elle con-
tient, pour tout /9, prcisment un term de rang /9, nous disons
qu’elle est pleine.

Si l’espace rang S satisfait aux axioms (b) et (c), sur la
suite fondamentale des voisinages apparassante dans les dfinitions
des convergences,, on peut supposer que la suite est dborde.
De plus, sur la suite {U (y)} dans 3) de la dfinition 1 de la note
4), on peut supposer qu’elle est pleine.

Proposition 2. Supposons que tous espaces R ( e ) sarisfont
l’axiom (T) de sdparation de M Fvdchet. Alors, sur l’espace

rangd <R= 1-I R, p.>, pour que
x= lim-q-prop x) dans (R,

il faut et il sujt que, pour tout e ,
p(x)= lira-q-prop p(x.) dans R.

Dmonstration. Soit {x. 0_<aw} une suite des points de R
et soit x un point de R. Et pour tout e soient que, x()=p(x)
et que x(,)--p(x).

D’abord supposons que
x= lira-q-prop x, dans (R,

et prenons un indice quelconque de et le fixerons.
Soit y() un point de R distinct de x() et soit y le point R tel

que

[y() lorsque --,P’(Y)-- [x(’) lorsque ] :/: .
Comme xy, il existe une suite fondamentale dborde

{V,(x) lO_ao)} des voisinages par rapport x dans R telle que
la suite {p(V,(x))} des voisinages du point x() dans R dfinit la
relation

x() e {lim x()}
et telle que l’on a

y e p,( V(x)).

Ensuite, dans la suite {V(x)}, pour tout nombre ordinal
/ (0 <_/< w), soit V%(x) le premier terme de ceux de rang /.

4) Y. Yoshida: Sur les convergences dans l’espaces ranges. I. Proc. Japan
Acad., 42, 473-476 (1966)

,5) Avec cette condition l’espace rang (R=HR$, p.} satisfait aussi l’axiom
(T1).
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Et, soit {u(y)I 0_</<: w} une suite fondamentale pleine des voisinages
par rapport ou point y dans R telle que l’on a

x1 e u(y).

Lorsque soit que
U(y)- v.(x)

et lorsque <w soit U(y) une pattie normale de R telle que
p.(V.(x)) lorsque

p,( U(y))- (u(y()) lorsque -.
Alors la suite { U(y) 0g<w} est fondamentale pleine des

voisinages par rapport au point y dans R telle que l’on a
x U(y).

Donc, il existe un nombre (<w) tel que la suite {x.} est
rsiduelle dans la complimentaire de U(y). Or, agaw entralne

x e V.(x)
donc, la suite {x)]Ogaw} des points de R est rsiduelle dans la
complimontaire de

p( u(v))-
Donc, on a

x()- lim-q-prop x(.) dans R
c’est--dire que

p(x)- lim-q-prop p(x.) dans R.
Inversement supposons que, pour tout e ,

p(x)-- lim-q-prop p(x) dans R.
Soit y un point quelconque de R distinct de x, et soient que, pour
tout e ,

y()--p(y).
Par la supposition, dans chaque R (0_<40), il existe une suite
fondamentale dborde {v.(x())lO<_a<w} des voisinages par rapport
au point x() telle que l’on a

x) e vi(x()) (0 <_a<).
Et pour au moins un indice 0 on a

Comme la suite (v.(x())10ga(o)) est dborde, on en peut tirer
une suite partielle pleine (vi*(x()) 0 <_a<

Maintenant, soit q un nombre ordinal quelconque (0<_o)).
Pour tout indice inf4rieur , il existe un nombre ordinal
tel que

<f< o) entraine x() e
Donc, soit que /.- sup { 0_< <} alors %o) et l’on a, pour
tout (0<_<),
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%<f entralne x() e vi*(x()).
Donc, soit V2(x) le voisinage normal de x dans R tel que

v*(xp( V,*(x)) (R lorsque
alors 7,< entralne xa V*(x).

Par cons6quent, on peut sans peine construire par la suite
{V2(x) lO_o<(.o} une suite fondamentale d6bord6e
des voisinages par rapport au point x d6finissant la relation

De plus, par la relation

on peut avoir

Ensuite, soit

y(o) e v.(x())

y V.(x).

u.(y) o <_ a<
une suite fondamentale quelconque des voisinages par rapport y
dans R telle que l’on a

x e u(y).

Donc, il existe au moins un indice tel que l’on a
x(’) . p(U,(y)).

Comme {p(U,(y))lO_o<oo} est une suite fondamentale par rapport
au point y() dans R et comme y() est distinct de x(), il existe un
nombre ordinal a0 (0ga0o) tel que la suite {x)} est rsiduelle
dans la complimentaire de p(U,o(y)). Donc, la suite {x} est
rsiduelle dans la complimentaire de U,o(y).

Par cons4quent
x-- lim-q-prop x, dans <R, p> c.q.f.d.

Avec la supposition de la proposition 1, sur l’espace rang6

<R= R, p:>, on a quatre corollaires suivantes:
0<
Corollaire 1. Toute la projection p" RR est continue (QR)
Corollaire 2. Pour que

x e {lm x} dans R,p

it faut et il sut que, pour tout indice (0),

p(x) e {lm p(x)} dans R.
Corollaire . Pour que l’espace rangd (R- R,p} soit

quasi-seareent rangd,) il faut et il sut que tous espaces
facteurs R sont quasi-seardment rangds.

Corollaire 4. Si l’on a
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X-- lira-prop x duns (R,
alors, pour tout (0_0) on a

p(x)-- lim-prop p(x,) duns R.
Nous monterons, duns l’example suivant, que la inverse du

corollaire 4 n’est pus vraie.
txample 2. Duns l’example 1,1) chaque espace R, ajoutons

pour le voisinage de rang n (OnWo) du point ]()-2-(+) la partie
u(()) {z() z) e R, et

ou z()-y() [< 2-, ou z() [< 2-, ou z()- n}.
Dsignons par R le nouvel espace rang obtenu de R. Par cet
a"]oute, duns chaque espace R l’tat concernant les convergences ne
changent pus.

Donc, pour les points x, x0, x, -.., x, duns l’example 1, on a
x()- lira-prop x<,) dans R

et l’on a

x e {lim x} duns

Pour le point y__(y(0), y(), ", y(), ...) de R’ soit
v()- U p(v/(’)))

OK <
alors, V(]) est un voisinage du point y ne contenant pus le point
x-(0, 0, ..., 0, ...). Et, pour tout hombre ordinal m (0<re<o)0),
soit V(y) la pattie normale de R’ telle que

/u(]()) lorsque 0<<m--1
p( V(y))- tv-(](-)) lorsque -m-- 1

[R lorsque >m
alors V()est un voisinage de rang m du point y contenu duns_ . -))), donc, duns V(]).

Mais, pour tout nombre ordinal m (O<m<Wo), la suite {x,} des
point de R’ est rsiduelle duns V(y). Donc, on a

x :/: lira-prop x, dans


