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230. Sur les espaces duels des espaces
de Stepanoff et de Weyl. 1

Par Yukio YosHIDA
Université d’Osaka
(Comm. by Kinjir6 KuNuGI, M.J.A., Nov. 12, 1966)

Concernant les études sur les fonctions presque périodiques,
MM. E. Hewitt [3] et E. Folner [4] ont réussi a réaliser l’espace
duel de P'espace U et celui de ’espace B respectivement: ou A est
la complétion de l’espace P, tous les polynomes trigonométriques,
par la norme

o lly=sup | a()|
et ou B est celle par la norme de M. Besicovitch

loll=lm (1" sy Pty @z

Sur les espaces & et 2B, les complétions de P par la norme de
M. Stepanoff

t+1 1
lells=sup (] 1oty at)s
et de M. Weyl

o 1 (t+t 1
Il = limsup (10" a(t) p at )

respectivement, il nous apparait que ’on n’a pas réussi a réaliser
I’espace duel de & ou de .

D’autre part, on peut avancer les problémes de réaliser les
espaces S, W et B, complétions de toutes les fonctions éscaliéres
mesurables par les normes ||#|g, ||#||w, ¢t ||%||5 respectivement.

Dans cette note et celle prochaine, nous allons étudier les
représentations intégrales des fonctionnelles lindaires sur les espaces
S et W qui sont les complétions de la totalité E des fonctions
éscaliéres mesurables par les normes

(n+1)1 1
Holl=sup ({7 (=) 1 a)p,

Il |lw= lim [[2 [,
l—4o00

respectivement, Nous allons appeler les espaces S et W espace de

1) On peut voir que pour toute fonction mesurable x(t)

1 (t+t 1
lim sup (7 S | 2 (t) |» dt>?’
t

l—d-o00 t

est égale 2 llim [l lz.
—+toco



No. 9] Sur les espaces duels des espaces de Stepanoff et de Weyl. I 1061

M. Stepanoff et celui de M. Weyl respectivement,

§1 Préliminaire. Soient p et ¢ nombres positifs fixés tels que
1,1
p q

et I un nombre positif.

Désignons par R la totalité des nombres réels, et par 4, ’ensemble

de tous les intervalles
[(nl, (n+1)I) (n=0, +1, +2, ..+)
contenus a R.

Une partition de R est une famille finie de parties mutuellement
disjointes de R, qui est un recouvrement de R. Disons qu’une
partition

{4:;11=1,2, cee,m;J=1,2, -, n}
de R est l-réguliere si elle satisfait aux trois conditions suivantes
(1) toute A;; est mesurable et de mesure positive.

(2) pour tout intervalle I de 4,, il existe un nombre j (1<j<n)
tel que

Ig (j Aq;szj.
=1
(8) si deux intervalles I et I’ de 4, sont contenus & méme
ensemble B;, alors pour tout nombre #(1<7<m) on a
mes (A;;NI)=mes (A;NI").

(mes (A) signifiera la mesure lebesgienne de A)
Posons

| Aij[,= mes (A;; N I)
ou I appartient & 4, et est contenu a B,.
Désignons par x(A)=yx(A4;t) la fonction caractéristique d’une
partie A de R, et appelons fonction élémentaire une fonction x(t)
définie par

#(t)= 3} (A 1)

ou a; (1=<i<m) sont nombres complexes et la famille {4;|1<i<m}
est une partition de R dont chaque A; est mesurable. En particulier,
si la partition {A;} est l-réguliére alors nous disons que la fonction
x(t) est l-réguliere,

Soit K la totalité des fonctions élémentaires et pour toute
fonction x=2x(t) appartenant a E, posons

1
| @||,=sup {(%SJ w(t) |? dt)i
Lorsque la fonetion élémentaire

x(t)= i% ;Y (Aj; t)
est [-réguliére, nous avons

Ie A,}.
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m 1
o lo=sup (3 [ " | Ausls ).
Si 'on identifie deux fonctions élémentaires x(t) et y(t) de E

telle que
le—y ;=0
alors ’ensemble E devient un espace normé. Désignons-le par E,.
Soit S; la complétion de E,. A chaque élément f de I’espace
duel Sy de S,, || f||, signifiera sa norme.

Enfin, pour une fonction additive d’ensenble ¢ quelconque, 3
valeurs complexes, définie pour toutes parties mesurables de R, posons
g lh=sup {33 (33 1448 a,)

==L [ A |
ol {A4;;} parcourt toutes les partitions l-réguliére de R.
§ 2. Espace S}. Dans ce paragraph, nous fixons le nombre
I, et 'abrégerons s’il n’y a aucune ambiguité, et montrons que
I’espace S¥ peut étre considéré comme l’espace composé de fonctions
d’ensembles satisfaisant aux conditions de la proposition 2 suivante.
Lemma 1. Soit x(t) wune fonction élémentaire quelconque,
alors pour tout mombre positif 6 il existe ume fonction l-réguliére
x,(t) telle que

[| @ —a,||<0.
Démonstration., Soit
2(t) = g a;x(A;)
et soient
k
A= U A; (k=1,2, -+, m).
4=1
Alors, pour tout Ie 4, on a
0<mes (INA})<mes(INAH< .-+ <mes(INAS=L.
Prenons un nombre entier N tel que
N>m2a)?6-?
ol a=max |a;|.
Nous disons que le type z(I) de Ie 4 est
(21, 12) *t Zm)
lorsque

Ak < mes (I N A}) <2k+1
2N l 2N
ol 1, sont nombres entiers non-négatifs (k=1,2, ..., m).
Puisque le nombre des types des intervals Iec 4 est fini, nous
les désignons par
Tyy Tay %y T
Posons
B=U{I|e(D=1) (=1,2,+-+,m)
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alors on a
B;NB;; =0 (lorsque j=£5")
(j Bj :R.
i=1
De cette famille {B;} on peut construire la partition [-réguliére
de R
{A,L.,'?,:l, 27 °°°,m;j=1,2, "'yn}
telle que I’on ait
L;JlAij:Bj (j=1,2,-~,n)
et que pour tout Ie 4 contenu a B; on ait
mes (1N (A;4A,,)) <J_{r_.

(A4B signifiera (A—B)U(B—A))
Et meintenant, nous posons

= 421 ax(A;;)

alors
| —a, || <a.

Car, pour tout Iec 4, il existe un nombre j (1=<j<n) tel que
IS B;. Alors on a

S g, dt=|
I

X (A)— EOQX(AW) " dt

ﬁna —a, P mes (INA;N Ay,

( ) mes (IN(A;—A;;)

ml

A

Il
||M§ EM§ "‘

II/\

*(20)

<l 0%, c.q.f.d.

Proposition 1. FEtant donné un élément f de S*, la fonction
d’ensemble o(A) définie pour tout sous ensemble mesurable A de R,
telle que

o(A)=f(x(4))

posséde les trois propriétés suivantes:

(1) ¢ est additive.

(2) pour tout nombre positif e, il existe un nombre positif
7 tel que

| 2(4) | <7 entraine | p(A)|<e.?

(8) llell=lI£ll.

Démonstration: (1) et (2) sont évidentes.

Sur (8), premiérement nous montrons que

e ll=IA1l.

2) ||x(A4) ]| peut étre remplacer par s?p mes (ANI).
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Au cas que |¢||=0, évidement on a || ¢ ||| fIl.

Supposons que 0<|/¢||<+oo, et soit &€ un nombre positif
quelconque et plus petit que || ¢||. Alors il existe une partition
l-réguliére

{Aijlizlvzy --',m;j=1,2, "*,’)’L}
de R telle que

2 (2 | e(Ai) [°\; = _
a§=31<§ ‘Aijlyq'l )":_—HSDH & (*)
Posons
&y | e(4i) 1P\ 2 | o(Aiy) |

Pi= {(E | Ay | forsaue 12_1 | Ay | 70
0 lorsque 7 =0
N Le(Ai) 17 o(Asy) 1 A.)=£0

e {(pm T T orsque ¢(4.,)
0 lorsque ¢(4;;)=0

(ou t=1,2, -+, m;j=1,2 -+, m)
Il existe un nombre j,(1=<j,<n) tel que p,,#0, parce que || ¢||>¢
et que, pour tout A4, | ¢(4)|<+oco. Pour ce j, il existe un nombre
(1=1,<m) tel que
©(Aiy)#=0  done a;; 0.
Posons

a(t)= 33 @A(Aus; 1)
alors nous avons
m L
loll=sup (3 @y 7| 4y} =1.
Concernant cette fonction x(t)
f@)= 33 ax(A; 1)

% o] oA |

K2

.,

[f@) =2 e[| e(4s) |
=313 || Ayl 124
A5
—S (a1 | A, (S LA Y
=SSl 4 p (3 Al )
Nous avons
™ o(Ay) |

m 1 lorsque EW(—’H¢O
Stlaylr| Ay|= = Ayl
= 0 lorsque " =0

par conséquent

S (S e le |4 ) (3 124D

S L (4i) |77 _
‘ = A, E—) zllell—e.

' 2@

J=1\i=
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Donc nous avons

| f(x) 1 zllell—e.
Comme ||z ||=1 et comme ¢ est arbitraire, on a
Lrlzllell
Enfin, supposons que || ¢ ||=+co alors on peut remplacer le coté
droit de 1’inégalité (,) par un nombre positif G quelconque. Alors
nous avons
| f(2) | =G.
Ce contredit que || f||< + oo.
Deuxiémement, montrons que
eI
Soit xz=x(t) un élément quelconque de S. Par le lemme 1, et
comme FE est dense dans S, pour tout nombre positif ¢, il existe
une fonction l-réguliére
o= i,j2=1 a;;(Aiz)

telle que
| 2=y || <
T 2lle|l+1
et que

HORIOIESS
Pour ces x et x, nous avons

@) < f@) |+ = 3 | | o) |+

v

= :1 (g lag; 1P | Ay \)15 (é W)é +%

J
5
=~IEAL ll¢l|+§

=llz|l llell+e.
Donc on a

e llzIlF 1l c.q.f.d.
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