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230. Sur les espaces duels des espaces
de Stepanoff et de Weyl.

Pr Yukio Yosma
Universit d’Osaka

(Comm. by Kinjir Kuuc,L ..., Nov. 12, 1966)

Concernant les tudes sur les fonctions presque priodiques,
MM. E. Hewitt [3 et E. Folner 4 ont russi raliser l’espace
duel de l’espace et celui de l’espace respectivement: o I est
la completion de l’espace P, tous les polynmes trigonomtriques,
par la norme

et off est celle par la norme de M. Besicovitch

 x(t) dt

Sur les espces et , les compltons de P par I norme de. Stepno

et de M. Weyl

Ilxl lim sup (- f*+ Ix(t) ] dt
l--*+

respectivement, il nous apparalt que l’on n’a pas russi raliser
l’espace duel de (R) ou de .

D’autre part, on peut avancer les probl4mes de raliser les
espaces S, W et B, completions de toutes les fonctions scalires
mesurables par les normes x[s, [x[, et x]], respectivement.

Dans cette note et celle prochaine, nous allons tudier les
representations intgrales des fonctionnelles linaires sur les espaces
S et W qui sont les completions de la totalit E des fonctions
4scalires mesurables par les normes

x] sup ( (’+)

 x(t) dt

respectivement. Nous allons appeler les espaces S et W espace de

1) On peut voir que pour toute fonction mesurable x(t)

lim sutP Ix(t) dt
l--* *,’-

est gale fi lira Ilxll.
l.--,+
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M. Stepanoff et celui de M. Weyl respectivement.
1 Prliminaire. Soient p et q nombres positifs fixes tels que

i+i_i.
q

et I un hombre postif.
Dsnons par R |a totaHt des nombres re|s, et par z/ |’ensemb|e

de tous les intervl|es

[nl, (n/l)/) (n-0, +_1, +__2, ...)
contenus R.

Une partition de R est une famille finie de parties mutuellement
disjointes de R, qui est un recouvrement de R. Disons qu’une
partition

{Ajli-1, 2, ..., m; 3"-1, 2, ..., n}
de Rest 1-r@ulire si elle satisfait aux trois conditions suivantes

(1) route A est mesurable et de mesure positive.
2 pour tout intervalle I de z/, il existe un nombre 3" (l__<j =< n)

tel que

I [J Aj- B..
(3) si deux intervalles Iet I’ de z/ sont contenus mme

ensemble B., alors pour tout nombre i(l<=i<=m) on a
mes (A. I) mes (A I’).

(mes (A) signifiera la mesure lebesgienne de A)
Posons

A I- rues (A I)
off I appartient / et est contenu B..

Dsignons par ((A)-z(A; t) la fonction caractristique d’une
partie A de R, et appelons fonction lmentaire une fonction x(t)
dfinie par

x(t)- , az(A; t)

off a (1__< i__< m) sont nombres complexes et la famille {A 11=< i__< m}
est une partition de R dont chaque A est mesurable. En particulier,
si la partition {A} est /-r4gulire alors nous disons que la fonction
x(t) est /-rgulire.

Soit E la totalit des fonctions lmentaires et pour route
fonction x-x(t) appartenant g E, posons

1 x(t)]dt IeZ
Lorsque la fonction lmentaire

x(t)- az(A.; t)
i,j=l

est /-rgulire, nous avons
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i:l

Si l’on identifie deux fonctions lmentaires () et y() de E
telle que

alors l’ensemble E devient un espace normS. I)signons-le par E.
Soit S la completion de E. A chaque lment f de l’espace

duel S/’ de S, Ilfl] signifiera sa norme.
Enfin, pour une fonction additive d’ensenble quelconque,

valeurs complexes, dfinie pour toutes parties mesurables de R, posons

o {A} parcourt routes les partitions /-rgulire de R.
.2. Espace S. Dans ce paragraph, nous fixons le nombre

l, et l’abrgerons s’il n’y a aucune ambiguitY, et montrons que
l’espace $7 peut tre considr comme l’espace compos de fonctions
d’ensembles satisfaisant aux conditions de la proposition 2 suivante.

Lemma 1. Soit x(t) une fonction dldmentaire quelconque,
alors pour tout hombre positif il existe une fonction 1-rggulire
Xo(t) telle que

Dmonstration. Soit

et soient

x(t)- 7
i=1

k

A’- U A (k-l, 2, ..., m).
i=l

Alors, pour tout I e z/, on a

0=<mes (I A*)_<_mes (I V A*) =< mes (I A)-l.
Prenons un nombre entier N tel que

N>m(2)-off a-maxa ].
Nous disons que le type :(I) de I e 2 est

...,
lorsque

mes(IA) <+1
2N 2N

off sont hombres entiers non-n6gatifs (k-l, 2,..., m).
Puisque le nombre des types des intervals I e 2 est fini, nous

les d6signons par

Posons
O (j-1, 2, ..., n)
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()
(2)

tel que

alors on a

B B,-0 (lorsque j :/:j’)

B--R.
De cette famille {B.} on peut construire la partition /-%gulire

de R
{Aj]i-1, 2, ..., m; j-l, 2, ..., n}

telle que l’on ait

J A-B (3"-1, 2, ..-, n)
i=l

et que pour tout I e A contenu B. on air
1mes (I (A2A)) <-.

(AAB signifiera (A- B) (2 (B- A))
Et meintenant, nous posons

x0- a;(A)
i,=1

alors
tl x-x011<.

Car, pour tout I eA, il existe un nombre j (l __<j __< n) tel que

IB. Alors on a

I i=1 i=1

=, a-a, mes (I? A A,.)
i----1 i’=l

__<, (2a) mes (I (A-A))
i=1

<_ ml (2a)
N
< 1.. c.q.f.d.

Proposition 1. Etant donn6 un 616ment f de S*, la fonction
d’ensemble 9(A) d6finie pour tout sous ensemble mesurable A de R,
telle que

(A) f(z(A))
possde les trois proprigtgs suivantes:

est additive.
pour tout hombre positif e, il existe un hombre po’sitif

(3) [[
Dmonstration: (1) et (2) sont videntes.
Sur (3), premiSrement nous montrons que

2) ]]z(A) peut 8tre remplacer par sup mes (AI).
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Au cas que I111-o, videment on a IIll_llfll,
Supposons que 0t111/, et soit un hombre positif

queleonque et plus petit que I111, Alors il existe une partition
/-rgulire

{A i-1, 2, ..., re;j-l, 2, ..., }
de R telle que

lorsque , o(Aj)I
= A" - :/: 0

lorsque ,, -0

I1 existe un nombre jo(l<=jo<=n) tel que pso=/:0, parce que
et que, pour tout A, I(A)t +oo. Pour ce Jo, il existe un nombre
io(1_-< io gm) tel que

(Aoo) 0 donc oo 0.
Posons

x(t)- asz(A; t)
i,j=l

alors nous avons

=1

Coneernant eette fonetion (t)

f(x)- az(A; t)
,:1

i,:1

". f() - I (As)= i=1

A

Nous avons

0
par consequent
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Donc nous avons
If(x >=1111

Comme II x II-1 et comme e est arbitraire, on a

Enfin, supposons que II II-+c alors on peut remplacer le cot
droit de l’ingalit (,) par un nombre positif G quelconque. Alors
nous avons

f(x) >-_ G.
Ce contredit que II f ll < / c.

Deuximement, montrons que

Soit x-x(t) un lment quelconque de S. Par le lemme 1, et
comme E est dense dans S, pour tout nombre positif e, il existe
une fonction /-%gulire

x0-
,.{---1

telle que

et que

f(x)-f(Xo) I< --.
2

Pour ces x et x0 nous avons

_-< I+If(x)

2

Donc on a
c.q.f.d.
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