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247. Sur les convergences dans l’espace rang. II

Par Yukio YOSHIDA
Universit6 d’Osaka

(Comm. by Kinjir5 KuNu(I, M.J.A., Dec. 12, 1966)

Continuant la note prcdente 6, nous allons tudier les con-
vergences dans les espaces ranges: sur les conditions pour que la
limite simple coi’ncide avec la limite propre ou avec la limite ordinaire
et sur les para-convergences.

Dans cette note, supposons que R soit un espace rang satisfaisant
aux conditions (A) et (B) de M. Hausdorff et ayant l’indicateur o).’

2. Espace quasi.s6par6ment rang6 (continu6). Si R est
quasi-s6par6ment rang6, alors pour ehaque suite {x [0__a<o)} des
points de R, {lim x} consiste en un point au plus.) La r6eiproque

de cette assertion est aussi exacte. Done nous avons:
Proposition 10. Pour que de ehaque suite { 10___o<60} des

points de R, {limx,} consiste en un point au plus, il faut et il

su.ttt que l’espace R soit quasi-sdpardment rangd.
3. Espace s6par6ment rang6. Dans ce paragraph, nous

6tudions les espaces rang6s qui satisfont l’axiome de s6paration
(To) et dans lesquels la limite simple coi’ncide avec la limite propre.
([_2 p. 322) Nous disons que l’espace rang6 de cette sorte est
separement rangd.

Proposition 11. L’espace sdpardment rangd est un espace
quasi-sdpardment rangd. Done il est sdpard.

Proposition 12. Pour qu’un espace quasi-sdpardment rangd
R soit sdpardment rangd, il faut et il su.t que, pour tous deux
points distincts x et y de R et pour toute suite fondamentale

{ V (x) o <_ <
des voisinages par rapport d x, il existe un hombre ordinal
/90(0_</0w) tel que tout voisinage U(y) de y de rang supgrieur
d /0, ne contenant pas x, soit disjoint d’un term Vo(X) de

D6monstration. Sur la n6cessit6: Soient { V(x) 0_<a< w} une
suite fondamentale des voisinages par rapport un point x de R et

1) Sur les espaces rang6s, voir [1], [2], et [3].
2) Nommes par Prof. K. Kunugi. M. H. Okano a 6tudi les convergences

dans l’espace rang6 de ce point de vue. Voir [4] et [5].
3) o est un hombre ordinal limite inaccessible. Voir [2] p. 319.
4) L’espace quasi-s6parSment rang6 satisfait h l’axiome de s6paration (To) de

M. Kolmogoroff. Voir [6] p. 475 et p. 474 proposition 5.
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soit y un point de R distinct de x.
Supposons que, pour tout nombre ordinal /(0<f<w), il existe

un voisinage U(y) du point y de rang suprieur f, ne contenant
pas x et ayant des points communs avec tout term V(x) de V(x)}.
Alors pour tout f(0<fo) il existe une suite

{x 0_<a<o}
des points de R telle que l’on a

x e V(x) U(y).
Si l’on arrange tous les points x(O<_<a(w) de faons que x

precede x; lorsque a<a’ ou que a-a’ et f<’, alors {x10</<a<w}
devient une suite bien ordonn6e de type w, parce que le nombre o)

est limite inaccessible. D6signons-la par {z.]0<a<o)}. Alors on
voit sans peine que

x e {lim z.}
et que

x :/: lim-prop z,.

Donc, l’espace R n’est pas s6par6ment rang6.
Sur la suffisance: Soient x et y deux points distincts et soit

{x 10_< a< o)} une suite des points de R. Et supposons que x e {lim x}
et que la suite fondamentale {V,(x)]0ga<o} des voisinages par
rapport x d6finisse cette relation. Puisque l’espace Rest quasi-
s6par6ment rang6, on a

V.(x)
De plus, soit /0 un nombre ordinal dfini par la supposition pour
{V(x)} et pour y. Alors, pour tout voisinage U(y) de y et de rang
suprieur 0, ne contenant pas x, la suite {x} est rsiduelle dans
la complimentaire de U(y). Donc, nous avons:

x- lim-prop x.
Par consequent, Rest sparment rang, c.q.f.d.
Corollaire. Espace rangd satisfaisant d l’axiome (D*) de

Prof. K. Kunugi ([3 p. 549) est sgpargment rangd.
Si un espace R est sparment rang, alors pour route partie

E de R, on a 2(E)=2(E). ([6 p. 474) Mais la rciproque est
inexacte. Nous l’avons montr dans _7.)

4. Espace rang arborescent. Dans ce paragraph, nous
tudions les espaces ranges off la limite simple coincide avec la
limite ordinaire.

Proposition 13. Si une suite {x[0_a(w} des points de R
satisfaisant d l’axiome (b) de Prof. K. Kunugi7 converge vers un

5) Voir [6] p. 475 corollaire 2.
6) Example 6 (p. 107).
7) Voir [2 p. 320.
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point x de R au sens ordinaire, alors on a
x e {lim x.}.

D4nitlon 2. ltant donnes deux suites fondamentales
{ U,(x) 0_< er o)} et { Va(x) 10 <_/9 w} par rapport x de R nous
disons que {Va(x)} est infdrieure ou @ale {U.(x)} lorsque pour
tout U,(x) il existe un V(x) tel que

Et disons que {U(x)} et {V(x)} sont gquivalentes lorsque {V(x)} est
infrieure off gale {U(x)} et rciproquement.

Lorsque pour chaque point x de R toutes les deux suites des
voisinages par rapport x sont quivalentes, nous l’appelons espace
ar nge arborescent.

Proposition 14. Pour que route suite {x 0<_<w} des points
de R convergente simplement converge au sens ordinaire, il faut
et il sujt que l’espace R soit rangd arborescent.

Dmonstration. Sur la ncessit" Si l’espace R n’est pas rang
arbarescent, il existe deux suite fondamentales { U(x) 0 <_a<w} et
{ V(x) 10<_B <w} par rapport un point x de R telles qu’il existe
un term U(x) de {U(x)} ne contenant aucun term V(x) de {V(x)}.
Alors la suite {x10_</9<o)} des points de R telle que l’on a, pour
tout /9(0_/< w),

e U (x)
convergente simplement vers x ne converge pas vers x au sens
ordinaire, parce que

e U (x) (o<_z<
Sur la suffisance: Soit {x 10_<a<w} une suite des points de R

convergente simplement vers un point x de R, et soit U(x) un voisinage
quelconque de x. Alors, par l’axiome (a) de Prof. K. Kunugi ([23
p. 319) il existe une suite fondamentale {U(x) 10_<a<w} dont le
premier term Uo(x) est contenu U(x). Puisque {U(x)} et la suite
{ V=(x) 0_a<w} dfinissant la relation x e {lim x} sont quivalentes,
il existe un term Vo(X de { V(x)} contenu Uo(x), donc U(x). Ce
montre que, pour tout a suprieur a0, on a

e u(x).
Donc {x} converge vers x au sens ordinaire, c.q.f.d.

Corollire. Pour que, de chaque pattie E d’un espace rang6
R, on a 2(E)-E, il faut et il suIt que l’espace R soit range
arborescent.

5. Para-converzences. Dans ce paragraph, nous dfinissons
et tudions la para-convergence simple et celle quasi-propre. Elles
sont les notions correspondantes . la convergence simple et celle quasi-
propre respectivement. Mais, nous ne pouvons pas encore dfinir la
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para-convergence propre qui correspond la convergence propre.
Dfinition 3. Une suite { V(x) 0_<a<w} de voisinages des

points x de R sera dite fondamentale, si elle satisfait trois
conditions suivantes:
(1) Elle est monotone dcroissante: c.--d.

Vo(xo) V(x) = V(x). 0<
(2) I1 existe une suite monotone croissante des nombre ordinals

o%....’.; O<w (O<w)
tel que l’on a

sup

et l’on a
V(x) e (x) (o <).

(3) Pour tout nombre
(G <w) tel que

et qu’il y a un voisinage U(x) de rang 7 (7<7G7+) tel que
V,(x) U(x,) V+(x+).

Dfinition 4. tant donn6 une suite {x 0a<w} des points
et un point x de R, nous disons que {x} para-converge simplement
vers x ou que x est une para-limite simple de {x}, et nous l’6crivons
par x e {-limx} s’il existe une suite fondamentale {V(x)[Oa<w}
de voisinages des points x telle que l’on a x V(x).

Dfinition 5. Dans la d6finition 4, si la suite {x} et le point
x satisfont de plus aux deux conditions suivantes (4) et (5), alors
nous disons que {x} para-converge quasi-proprement vers x ou que
x est une para-limite quasi-propre de {x} et nous l’6crivons par
x e {-lim-q x}:
(4) Lorsque x est s6par6) d’un autre point y de R, il existe
une suite fondamentale

{y(x) 0a<}
des voisinages de x telle que

V(x) x et y.

(5) Lorsqu’un point y est s6par6 de x, alors pour toute suite

{x() 10w} partielle) de {x} et pour toute suite fondamentale

des voisinages de

entraine que

8) 8(x) signifiera la famille de tousles voisinages de rang a de point x de R.
9) Disons qu’un point zest sparg d’un autre point y lorsqu’il existe un

voisinage de ne contenant pas y.
10) Voir [23 p. 319.
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x e 0

De la para-limite simple et celle quasi-propre, nous avons les
propositions obtenues de cells 1, 2, et 3 de la note [2 et de celles
26 de la note [6 par remplacer "lim" par "-lim" et "lim-q-prop"
par "r-lim-q" respectivement.

Et, si l’on pose
2(E)-{x!x e {-lim x} off Vax e E}
,(E)-{x x e {-lim-q x} off Vax e E}

alors nous avons
Proposition 1. ,V(E),(E)E.
Mais, on n’a pas n&cessairement ,V(E)E.
Sur la relation entre la para-limite simple et celle quasi-propre,

nous avons:
Proposition 16. Dans un espace rangd R, les conditions

suivantes sont gquivalentes.
(1) Pour toute suite {x 10<__a<w} des points de R, {-limx}

consiste au plus un point.
(2) R satisfait l’axiome de sgparation (To) et pour toute

{x 10_a<w} des points de R on a
{-lim x}- {-lim-q x}.
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