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98. Note sur les Espaces Spciaux de Dirichlet

par Masayuki IT6
Institut Math6matique, Universit6 de Nagoya

(Comm. by Kinjir6 KUNUCI, .J.A., June 12, 1967)

1. I1 est bien connu que les espaces de Dirichlet ont beaucoup
de propri6t6s importantes dans la th6orie du potentiel. Mais, nous
n’avons pas connu la condition qui d6cide si un noyau donn6 est un
noyau d’un espace de Dirichlet. Dans cette note, d’abord nous con-
sid6rerons un espace fonctionel invariable sur l"espace euclidien
R(n>_l). Alors, nous obtiendrons que tout 616ment de soit 6gal

une constante ou qu’on puisse associer un espace sp6cial D() de
Dirichlet sur R et un espace o constitu6 par des constantes, satis-
fait -D()(R)o si le principe de domination est satisfait dans .

mEmployant ce r6sultat, nous obtiendrons qu’un noyau positif, sy e-
trique et continu (au sens large) /c de convolution sur R soit 6gal

une constante non-n6gative ou qu’on puisse associer un noyau
continu (au sens large) /Co d’un espace sp6cial de Dirichlet et une con-
stante non-n6gative C(k) satisfait " k ko+ C(k) si ce noyau/ satisfait
au principe de domination.

2. D’abord, nous donnerons des notations d’ensembles de fonc-
tions. On dsignera par C l’espace des fonctions finies et continues

support compact muni de la topologie usuelle, et par C+ l’ensemble
des lments non-ngatifs de C. De plus, on dsignera par M
l’ensemble des fonctions born6es et mesurables support compact,
et par M+ l’ensemble des 616ments non-n6gatifs de M. Nous don-
nerons la d6finitions d’un espace fonctionel invariable (sur R) et
la d6finition d’un espace sp6cial de Dirichlet (sur R).)

D6finition 1. Un espace hilbertien s’appelle un espace fonc-
tionel invariable (sur R) si tout 616ment de est une fonction
r6elle et localement sommable, verifiant les conditions suivants"

(a) A tout compact K de R, on peut associer une constante
positive A(K) telle qu’on ait, pour route u de

f: u(x) dx

_
A(K) u

(b) A toute u de et tout point x de R, on a vue et
II II u I, ou u(y- x).

D4finition 2. Un espace fonctionel invariable i s’appelle un

1) On peut donner les m&mes d6finitions sur un groupe ab61ien localement
compact.
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espace special de Dirichlet (sur R) si les conditions additionnelles
suivantes sont verifies"

(c) L’intersection Ci est dense dans i et dans C.
(d) A toute contraction normale T de la droite relle R) et

toute u de i, on a T.ue et II T.u II<_llu
Quand un espace fonctionel invariable satisfait la condition

(d), on dit que les contractions normales oprent dans . Dans cette
note, nous supposerons que i est un espace fonctionel invariable.
D’aprs le thorme de Riesz, toute f de M, on peut associer un
lment u unique de tel qu’on ait, pour route v de

(u, v) 1 v(x)f(x)d(x),

off (., .) est le produit scalaire de . Cet lment uf s’appelle le
potentiel de f dans i. Posons P()= {u e ; f e M). Alors, P() est
dense dans . Nous obtenons que la convergence forte de i entralve
la convergence presque partout.

Le principe de domination: On dit que le principe de domina-
tion est satisfait dans i si, quelles que soient f et g de M+, l’ing-
alit u(x)<_u(x) est satisfaite presque partout sur R ds qu’elle
l’est presque partout sur {x e X; f(x)O}.

Pour un espace fonctionel invariable , on designera par
l’adherence de {u .; S est compact}.)

Lemme 1. L’intersection CEllo est dense dans o.
En effect, soit u une fonction de support compact. Nous

obtenons une suite () de C+, qui converge vaquement la mesure

de Dirac avec n-+ o, telle que, pour tout n, t (x)dx- 1 et la

suite (S) converge en dcroissant {0} avec n--+c. D’aprs le
thorme de Deny (voir [3), la convolution u. appartient 0.
Par la continuit forte de l’application de x e R vu e pour toute
u de , la suite (u.) converge fortement dans vers u avec

Deny [4 a dmontr le lemme suivant.
Lemme 2. Si le principe de domination est sarisfair dans

let contractions normales oprent dans .
Soit c un nombre positif. On dsignera par i() l’espace fonc-

tionel invariable introduit [7 et [8, et dsignera par u}) le po-
tentiel de f e M dans (). Depuis que le principe de domination est
satisfait dans i() et qu’on a i()M, l’espace fonctionel invariable i
est un espace sp6cial de Dirichlet par Lemme 1. Beurling et Deny

2) On l’appelle une application T de R
-T(a) I<_lal-al pour tout couple a et a. de R.

3) On dsigne par Su le support de u.
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[i], [3] ont dmontr que, pour un espace special de Dirichlet,
on peut associer une fonction dfinie ngative (m) sur R", c’est--
dire

2(x)- C/ , ajxxj/ (1- e")da(y)
i,=l

off C est une constante non-ngative, axx est une forme posi-
tive et hermitienne et a est une mesure positive dans R"-{0} satis-
faisant aux

da<+ et
II>o

pour tout r>0, et on a

pour route de C et sa transformation de Fourier . Nous
employons la notation f)(x)-f(mx) pour une fonction f et un
nombre rel m.

Lemme 3. Soit un espace spdcial de Dirichlet. Pour toute
u de et tout hombre me0, la fonction u appatient et on a

Pour dmontrer, il suffit de se borner au cas u eC. Parce
que C est dense dans . Soit

la fonetion dfinie ngative assoeie g . On a

a() I(C+ m Na+ (1-

max(l, m) u(x)]2(x)dx-max(1, m) ]] u .
D’aprs le thorme de Deny (voir [3), on a

Lemme 4. Soit Ie noyau d’un espace fonctionel invariable
qui satisfait au principe de domination. Si -0, la trans-

formation de Fourier de est une fonction non-nggative et locale-
ment sommable dans R" et la fonction 2(x)= (’(x))- est semi-continue
infdrieurement et satisfait d

4) Pour , si u>_0 pour toute f de M+, il existe une mesure positive de
type positif telle que u=,f pour toute f de M (voir [4]). Cette mesure est
appel le noyau de .
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, (x x)pp <_ 0
i,=1

pour touts les m points (x)= de R et tous les m nombres com-

plexes (p)?= avec p O, si 2(x x) + pour tous i, j.
i=1

En effet, soit c un nombre positif. Depuis que le noyau de
l’espace fonctionel invariable () est +c et que () est un espace

special de Dirichlet, la transformation de Fourier +c de +c
est une fonction positive et localement sommable, ou est la mesure
de Dirac. Cela revient de dire que est une fonction non-ngative
et localement sommable. De plus, depuis que la fonction 2(x)
=(+cS(x))- est dfinie ngative, c’est--dire que est finie, continue
et satisfait

(x-x)p 0
i,=1

pour tousles m points (x)= de R et tousles m nombres complexes

(P)=I avec p-0.) Les fonction (x) convergeant en croissant
i=1

vers (x) avec c0, (x) est semi-continue infrieurement et satisfait

(x-x)pp 0

pour des mmes (x)= et (p)=.
Lemme . Soient , et 2(x) ceux qui sont mentionnes au

Lemme 4. On a, pour toute de C,- (x) (x)x

En effet, depuis que M() pour tout c>0 (voir [8), on u,
pour tout c> 0, - (x) (x)dx,

ou ]]. ] est la norme de (). Faisant c0, nous obtenons que- (x) (x)gx.

D’autre part, de la mme manire qu’au cas d’un espace special
de Dirichlet (voir 2 et [3), nous obtenons e et ]]

(x) 2(x)dx si la fonction de C satisfait l’ingalit (x)
2(x)dx< +. Employant les lemmes susdits, nous obtenons le th-
orme suivant.

Thorme 1. Supposons que le principe de domination est
satisfait dans et -o. Alors, est un espace special de Diri-
chlet ou -{0}.

5) Au sujet de la fonction dfinie ngative, voir E5].
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Dmonstration. Supposons que =/:{0}. Par Lemme 1, on a
C :/: {0}. I1 suffit de dmontrer que, pour tous 0rR, il existe
une fonction F, de C telle que ,0, ,(x)- 1 sur B(0; r)
et ,(x)-0 dans CB(0; R), off B(0; r) est une boule ferme centre
en o de rayon r. Par les lemmes 3, 5 et la condition (b), il existe
une fonction de C telle que SB(0; 1) et (0) 0. Depuis
que + et e- sont continues dans par le lemme 2 et la condition
(d), nous pouvons supposer que est non-ngative. A tout x de

Par les lemmes 3 5B(0; r) nous associons la fonction __.
on a %((_)_)eC. Alors, il existe l’ensemble fini (x)=l de
B(0; r) tel que la fonction

est positive sur B(0; r). Posons d-min {,(x); x e B(0; r)} et soit
T la contraction unit.) Alors, la fonction

,(x)- T. ,)(x)
satisfait aux conditions que nous avons desires, et par suite, la
dmonstration est complete.

En gnral, nous obtenons le thorme suivant.
Thorme 2. Si le principe de domination est satisfait dans, o est un espace spgcial de Dirichlet ou ggal {0} et tout gld-

ment de l’espace dans est une constante.
Dmonstration. Employant le rsultat que la convergence

forte d’une suite (u) de 0 u e 0 entrane la convergence faible de
la suite (T.u) T.u pour toute contraction normale T, nous obte-
nons que les contractions normales oprent dans 0. Par le thorme
1, 0 est un espace special de Dirichlet ou gal {0}. Soient et
0 des noyaux de et 0, respectivement, et soit c un nombre positif.
Alors, le noyau de ) est 0+c. Par suite, il suffit de dmontrer
que tout lment de ) dans () est une constante. Depuis que

-0 est evidemment une mesure positive de type positif, ) est
un espace fonctionel invariable avec le noyau positif.) Posons-0. Pour toute fonction de C, il suffit de dmontrer que

(x) est gale une constante, off (x) ( x). Soit f une lone-

tion de M+ telle que f(0)>0 et f(x)dx-1, et soit w un voisinage

ouvert et relativement compact de S. Alors, on peut associer une
fonction f’ de L avec S,Cw telle que u]?e(),u})(x)-u],)(x)
presque partout sur Fw, u})u], et f(x)dx f’(x)dx (yoUr

6) On appelle la projection de R [0, 1] la contraction unit.
7) On l’appelle ainsi si, pour toute fonction f de M +, le potentiel de f est

non-ngatif.
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On a

ftl**(x)f(x)dx- i**(x)f’(x)dx,
off (., .)o est le produit scalaire de (). En vertu des ingalits

(?, (x)_<, (0) pour tout x de R et I f’(x)dx_< 1, nous obte-
nons que la fonction ,,(x) soit gale une constante nonnga-
rive. Par suite, la dmonstration est complete.

Corollaire 1. Soit k le noyau continue, symdtrique et positif
de convolutions) qui satisfait au principe de domination. Alors,
pour toute f de M, il existe une constante c(x) telte que

lim k,f,f()-C(k) f(x)gx

et que k-c(k) est un noyau d’un espace spdcia de Dirichet (voir

Corollaire 2. Si le noyau ci-dessus k satisfait au principe de
domination, alors k est non-ddgdndrd ou dgal une constante non-
ndgative (volt [9).
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