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Certains espaces de fonctions d valeurs vectorielles

Par K6z6 YABUTA

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M.J.A., Feb. 12, 1969)

En ce qui concerne les espaces de fonctions diffrentiables va-
leurs vectorielles et l’espace de distributions valeurs vectorielles,
beaucoup de fairs sont d.j connus (L. Schwartz [3] et [4]). L’espace
de fonctions de puissance p-me sommabls valeurs vectorielles a t
considr relativement la thorie de produits tensoriels topologiques
(A. Grothendieck [1], L. Schwartz [5]). Darts cet article nous tudie-
rons l’espace de fonctions carr-sommables k valeurs dans un espace
vectoriel topologique spar semi-complet E dans le cadre de la thorie
des distributions valeurs vectorielles. Et nous construirons l’espace
C%(tg, E) qui est un analogue naturel de %(9) et nous dduirons quel-
ques proprits de C%(tg, E). Les rsultats principaux sont donns la
proposition 1 et aux thormes 1, 2, 3. Comme la topologie de %(9, E)
est plus visible que la topologie tensorielle la moins fine sur C( )(R) E,
il nous a paru utile de construire l’espace ( E) exactement.

1o Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe s-
par semi-complet. Soit {q) une famille de semi-normes dfinissant
la topologie de E. Et soit/2 un ouvert de R. On dit qu’une fonction
f, dgfinie presque partout sur [2 valeurs dans E, dgfinit une distribu-
tion sur valeurs dans E, si f est scalairement localement somma-
ble, c.O.d, si (f, e’} est localement sommable pour tout e’e E’, et si
l’application lingaire e’-(f e’} est continue de E’c" dans ’(9). Pour
que 2 fonctions f, , dfinissent la mme distribution, il faut et il
suffit qu’elles soient scalairement presque partout gales. Voici un
rsultat de M. L. Schwartz"

Lemme 1. Pour qu’une fonction f, dgfinie p.p. sur [2 valeurs
dans E, et scalairement localement sommable, dgfinisse une distribu-
tion valeurs dans E, il faut et il suffit que, pour route e )(),

l’intdgrale faible f(x)p(x)dx de E’* soit dans E.

Introduisons l’espace (/2, E); l’espace des fonctions f m lois
continuement diffrentiables sur 9 valeurs dans E, muni de la topo-
logie de la convergence uniforme sur tout compact de /2 pour f et
chacune de ses drives d’ordre_< m. (9, E) est semi-complet si E

Nous utiliserons systmatiquement les notations de L. Schwartz, [3] et [4].
1) E’c est le dual de E muni de la topologie de la convergence uniforme sur

les parties convexes quilibres compactes de E.
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est semi-complet.
Introduisons ensuite l’espace _(tg, E) (l<_pc); l’espace de

fonctions f(x) dfinies p.p. sur tO valeurs dans E, pour lesquelles

chaque intgrale---(.[(q(f(x)))dx)/--N,q(f-) est finie, et qui sont ad-

hrentes, pour la topologie dfinie par la amille des semi-normes
N,q, l’espace de 2onctions tages support compact. L(t9, E) est
le quotient de AYe(t0, E) par le sous-espace des f pour lesquelles chaque
N.q(f) est nulle.

Lemme 2. Si 2 fonctions f, e .(D, E) sont scalairement p.p.
dgales sur 9, f-- dans L(9, E) c.(.d, chaque N,q (f) est nulle.

Remarque. Une fonction scalairement p.p. nulle peut n’tre pas
dans A:(D, E). Exemple" E; un espace hilbertient non-sparable en-
gendr par une base complete orthonormale {et; Otl}. --(0, 1) et
f(t)=et.

Grace au lemme 2 on peut dfinir l’espaee ’(t), E). On dit
tO f(x) dfinitqu’une fonction f(x) est un glgment de .( E) si une

distribution valeurs dans E, et si pour tout
e L(tO, E) On le munit des semi-normes par

Remarque. Si E est complet, ,(D, E)-L(tO, E). Si E est un
Frchet, %(9, E) est aussi un Frchet.

Remarque. ’(D, E) peut ne s’identifier pas avec L(/2, E)mSme
si E est quasi-complet. Exemple" E--j(N); l’espace des suites de
nombres rels tendant vers 0, muni de la topologie faible, t9=(--, c),

I= 0, (?(t) la onction caractristique de I, f(t)-(n). En

effet, manifestement on a f(t) e A:(tg, E), mais f f(t)dt-(1) e E. Donc

f(t) ne dfinit pas une distribution valeurs dans E.
Nous allons tudier quelques proprits de l’espace ’%(2, E).

Lemme :}. Si f(x) e (D, E), l’intgrale faible .[ f(x)g(x)dx est

un glgment de E pour route fonction g(x) e L(D).
Grace ce lemme, si une base complete orthonormale {(?(x)

e ’,( )},__,, de .( ) est donnge on peut ddfinir des coefficients de
Fourier de f(x) e (9, E) par la formule suivante

,=(](x), (?(x))- D"f(x)D"(x)dx.
Rappelons ensuite que si f(x)e ’(/2, E), on a (f, e’ e %(/2) pour
tout e’e E’ par dfinition. Donc on a immdiatement ((f, ),
=((f, e’, (f,) pour tout e’ e E’.
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Enonons des rsultats,
Proposition 1. Soit A une pattie dquicontinue de E’. Alors,

((f, ), e’}q(x) tend vers (f(x),
uniformgment quand e’ parcourt l’ensemble A lorsque k tend vers
l’infini.

D4monstration. On peut supposer que A est aiblement ferrule,
donc que A est aiblement compacte.

Posons

p(e’)-II(f-(x), e’- ((f, ), e’
i=1

et

2(e’) (f(x), e’}] -- p(e’)-- , ((f e’}, )
i=l

](e’) est faiblement continue sur A d’aprs le lemme 3, et ](e’) tend
monotonement vers (f, e’} . D’aprs le lemme 4 suivant, (f, e’}
est faiblement continue sur A, donc en vertu du thorme de Dini,
(e’) tend vers l(f, e’) uniformment sur A, c.O.d, p(e’) tend vers
zro uniformment sur A, cqfd.

Th4orme 1. Soit un ouvert de R auquel soit applicable le
lemme de Sobolev. Soit Gun opgrateur lindaire continu de

( _[ estunebasedans (9) m> + 1 Alors si {(x)e L( )},2,...
complete orthonormale de (9), l’application G dgfinie par la /ormule
suivante dgfinit une application lingaire continue de (9, E) dans
8-[]-(D, E),

f-E (f ),(a) (fGx) e (9, E)).

Dmonstration. Comme G est une application linaire continue
de 8(9) dans (9), il existe C0 telle que IIGullg Cllull, (u e
Posons b-(f, ),. Alors d’aprs le lemme de Sobolev les b(Gg)(x)

apartiennent (, N) -m- --1 Soient q une semi-norme

continue queleonque de N et V={e e N q(e)Nl}, et V"={e’ e N’
(e, e’)l, our tout e e V}. Alors, en aliquant le lemme de Sobo-
lev on a

sup q(D"( b,(G,)(x))) C sup (b,, e’} ,(x)I] .
Comme V est un ensemble quicontinu, en appliquant la proposition
1 on voit que le dernier membre tend vers zro lorsque k et tendent

vers l’infini. Doric { b(G,)(x)}.,,.., est une suite de Cauchy dans
i=l

(D, E). 0n peut donc dfinir une application linaire " (9, E)

(9, E) par Gf b,(G,) ,puisque (9, E) est semi-complet. On
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voit immdiatement que G est continue, cqfd.
Corollaire 1 (Un analogue du lemme de Sobolev)o Soi [2 un

ouvert de R auquel soit applicable le lemme de Sobolev. Si

+ 1, l’application /; (x)--.(, )(x) est une immersion lindaire
i=l

continue de (, E) dans -[]-(, E).
Nous donnons ensuite le lemme que nous avons utilis pour prouver

la proposition 1.

Lemme 4. Soient f(x) e (, E), et A une pattie quicontinue

de E’. Alors p(e’)-[,](f(x), e’}]dx est une fonction continue sur A
pour la topologie faible de E’.

Dmonstration. Comme A est quicontinue, il existe un voisinage
V de zro dans E tel que sup ](e, e’}]l. Donc A est un sous-

e A
ensemble de V oh V est l’ensemble polaire de V. Soit q la semi-

e’ des lments de A Par dfinition,norme dfinie par V, et soient e0,
tant donn e0 arbitraire, il existe une onction (x) tage support

compact telle que [(q(f(x)--(x)))2dx e. Par calcul lmentaire on a

p(e)-- p(e’) 2q(f(x)--(x))(q(f(x)) + q((x)))dx

2q((x)) ((x), e--+
D’aprs l’ingalit de Cauchy-Schwarz, on a

p(e)-p(e’), 2 (I(q(f(x)-(x)))’dx)’((q((x))+ q((x)))’dx)’

o C-4[(q(f(z)))dz + 1.0(z) tant une onetion tage support eom-

aet, le dernier membre est infrieur s, si e’ aartient un
voisinage de e dans N’ (dual faible de N), dterming eonvenablement
ar (z), eqg.

Z. Cas o E est quasi.complet (ou complet).
La toologie tensorielle la moins fine sur un roduit tensoriel

N@G de deux esaees loealement eonvexes P et G est eelle de la con-
vergence uniforme sur les produits K’X H’ de arties quieontinues K’
et H’ de N’ et G’. Nous l’aellerons toologie
l’espaee N@G muni de eette toologie,

La roosition 1 imlique que si f()e (9, ) (f, )()
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tend vers f(x) avec la topologie e quand ]c tend vers l’infini. Donc
on peut regarder f(x) comme un lment de ’(/2)(R),E. En remarquant
que la topologie sur C(R)E induite par ’(, E) est plus fine (stricte-
ment plus fine si la dimension de E est infinie) que celle de C(/2)(R)E,
on ale

Thorme 2. Si E est quasi-complet, ([2, E) est un sous-espace
de (9)(R)E et l’immersion est continue.

Remarpue. ’() tant un espace hilbertien sparable, si E est
complet, (2)(R).E coincide avec ’(2)(R),E.

En gnral, soit (h}__,,... une base complete orthonormale d’un
espace hilbertien sparable H, et soit ( ) le produit scalaire de H.
En appliquant le raisonnement de la dmonstration de la proposition
1, on ale

Thorme 3. Si E est quasi-complet (resp. complet), tout lment
de H,E (resp. H,E) est la somme d’une sdrie convergente de la

forme
f-(f h)(R)h.

Remarquons que si E est quasi-complet (resp. complet) (9, E)
s’identifie (/2)(R),E (resp. (/2)(R),E). Donc si E est quasi-complet,
le thorme 1 est une consequence des thormes 2 et 3.

Finalement nous remercions Monsieur Sigeru Mizohata pour ses
conseils et ses critiques.
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