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105. Tauber.Konstanten iir die Verahren
C,, Aa und L. I

Von Hubert TIETZ
Mathematisches Institut, Universitit Stuttgart, Deutschland

(Comm. by Kinjir5 KuNu(I, M. J. A., June 10, 1969)

1. Einleitung. Wir betrachten die Cesro-Verfahren C(a > 0),
die verallgemeinerten Abel-Verfahren A(2 >--1) und das Logarithm-
ische Verfahren L zur Limitierung komplexer Folgen
(1.1) {s} mitsn=a0+...+an ftir n=0,1,....
Die Folge (1.1) heil3t C-limitierbar zum Wert s, wenn, mit

,=0 IP

lim C(m)-s ist; sie heil3t A-limitierbar zum Wert s, wenn

(1.3) A(x)- (1 + x)-- , + 2 1-- 1 s (2 > 1)
--0 " l+x

fiir alle x0 existiert und lim A(x)=s ist; und sie heilt L-limitierbar

zum Weft s, wenn
1 1(1 1 )(1.4) L(x)

log (1 + x) ; + 1 1 + x
fiir alle x0 existiert und lira L(x)=s ist. Borwein [2, 3] vergleicht

die Wirkfelder dieser Verfahren. Er findet, dal- in der Reihenfolge
der obigen Auzihlung-jedes nachfolgende Verfahren echt stirker ist
als jedes voransehende, und dab die Wirkelder der A-Verfahren
mit fallendem 2 wachsen. Nehmen wir das klassische Resultat fiber
die GrSle der C.-Wirkfelder noch dazu und bezeichnen wit die
Wirkfelder mit den gleichen Buchstaben wie die Verfahren selbst, so
gilt insgesamt

C,,C,,,A,A,,L ftir Ocda" und --12"’.
Ist V ein Verfahren zur Limitierung von Folgen (1.1), so nennen

wir eine Tauber-Bedingung der Gestalt
(1.5) 2an--O(1) (n---.oo)
nicht-optimal iir V, wenn es eine gegen Unendlich strebende Folge
{n} (n=0, 1, ...) so gibt, dal auch
(1.6) ,nan--’O(n) (n---c)
eine Tauber-Bedingung fiir V ist. Bekanntlich ist (1.5) mit ,n=nn fiir
C. und A sowie mit =nqn log n fiir L in diesem Sinne nichtoptimal,
wenn {n} (n--0,1, ...) irgendeine gegen Unendlich strebende
Zahlenfolge ist; denn dann ist (1.6) mit (?=n (n--0, 1, ...) ebenalls
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eine Tauber-Bedingung ftir diese Verfahren. Ftir A und L folgt das
aus zwei Sitzen von Rangachari und Sitaraman ([8] S. 261).

Bezeichnet V(t) die V-Transformierte einer Folge (1.1), ftir die
(1.5) gilt, so ist es hiufig mSglich Ungleichungen der Art
(1.7) lim Isn-- V(t) <_ T liml 2a
aufzustellen, wobei n=n(fl)-.c und t-t(fl)c ftir fl-.c gelten soll.
Die kleinste Konstante T, mit der (1.7)-unabhiingig vonder speziellen
Folge {Sn}-richtig ist, heil3t Tauber-Konstante ftir V. Die Literatur
fiber Tauber-Konstanten ftir die Verfahren C und A ist sehr
umfangreich. Sie beginnt mit Hadwiger [5], der A0, das klassische
Abel-Verfahren, untersucht. Tauber-Konstanten ftir C, (a- 1, 2, .)
wurden zuerst von Garten [4] angegeben. Neuerdings stellten
Jakimovski und Leviatan [7] Sitze auf, in denen viele der frtiheren
Resultate als Spezialfiille enthalten sind. Die Entwicklung der Theorie
liil3t sich an Hand der dortigen Literaturangaben zurtickverfolgen.
Soweit dabei Folgen (1.1) zugrunde gelegt waren, die einer Bedingung
(1.5) genfigen, wurde ausschliel31ich der Fall 2n=n untersucht. Ftir L
und Folgen (1.1), die (1.5) mit 2=nlogn erftillen, behandelt Sitaraman
[9] die Frage nach Tauber-Konstanten.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dal3 sich ftir die
Verfahren C und A und Folgen (1.1) mit nan=O(1) (n-c) sowie
ftir das Verfahren L und Folgen (1.1) mit nn log nan=O(1) (n--.)
ebenfalls-von 0 und c verschiedene-Tauber-Konstanten finden
lassen, wenn {} (n-0, 1, ...) eine gegen Unendlich strebende
Zahlenfolge ist, die nicht zu schnell wiichst. Weiter ergibt sich, dal3
ftir jede Folge der genannten Art die Menge ihrer Hiufungspunkte
gleich der Menge der Hiiufungspunkte ihrer C-, A-bzw. L-Trans-
formierten ist. Ein ihnliches Resultat land Jakimovski ([6], S. 573,
Theorem (4.1)) ftir das Borel-Verfahren.

2. TauberoKonstanten fiir C. Wir setzen

(2.1) P(a)--(m+ma)-(m+a ftirm=0,1,...,0<<m,_ a0

und beweisen zun/ehst

Hilfssatz 1. Fir ]edes a )O ist

(2.2)

Beweis.

F(m+)
F(m-- + I)

1--P(a)

_
([a] + 1)

m+l
Bei festem mund festem ist

und infolgedessen ffir jedes a0

r(m-+a+l) [(m-+a+l)-(m+a+l)]<_O,
/’(m+ a + 1)
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P(a)

_
P([a] + 1)- (m- + [a] + 1) m

(m-) (m+ [a] + 1)

(m + [a] + 1) (m + 1) m+ [a] + 1 m+ 1

>(I-- >1- ([] + 1)
m+l m+l

Satz C. Ist {} (=0,1,...) eine gegen strebende Zahlenfolge
mit > 0 fr o> 1 und

(2.3) 1 _,
=o

gil$ ferner-mit einer festen Funktion m--m(n)n-
(2.4) lira 1 q fr ein endliches q O,

n =+

so is fr ]ede Folge (1.1)
(2.5) lim a K

(K eine endliche Konstante) die Ungleichung

(2.6) lim Sn C(m) l<_ qK

erfiillt. Aufierdem gibt es eine reelle Folge mit (2.5), fitr die in (2.6)
das Gleichheitszeichen gilt.

Beweis. Mit (1.2) und (2.1) erhalten wir (vgl. Zeller [11] S. 104,
(1))

8n--C(m)--Sn-- P(a)a,
0

[1-- P(a)]a-- P(a)a,
=+I

also fiir n_> o
o-1 1

Sn-- C(m)-- , [1--P(a)]a+
=1 =0

+ 1 P(a),a,

[1--P(a)],a

wegen
(2.7)

also

lim P(a)- 1 ftir jedes feste --1, 2,

mit

Sn C.(m) o(1) + ,
0 fLir I_< < o und ffir >m
1 [1--P(a)] ftir o<__<n

,1 ,,P(a) ffir n< <_ m.
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Wegen (2.5) und (2.7) haben wir nach einer einfachen Variante eines
bekannten Satzes yon Agnew ([1], Lemma 3.1) nur noch zu zeigen"

(2.8) lim [cl-- q.

Da 0<_P(a) <_ 1 ist, erhalten wir

Y, Ice, I-- 1 [1--P(a)]+ Y [1--P(a)]

S+S-S,
mit S>_ 0 tir r- 1, 2, 3. Nach (2.2) ist

S +S< [a] + 1 1___ o(1) ftir no,
--m+l =0

und wegen (2.4) ergibt sich (2.8).
Eine einfache Folgerung aus Satz C. ist
Korollar C.. Ist {} eine Folge wie in Satz C. und geniigt die

Folge (1.1) der Bedingung (2.5), so ist die Menge der Hiu[ungspunkte
der Folge (1.1) gleich der Menge der H4ufungspunkte ihrer C.-Trans-
formierten C.(m).

Beweis. Fiir m-n+1 gilt Satz C. mit q-0. Ist also
(-0, 1,...) eine Teiffolge yon (1.1) mit lim sn()--s, so ist, mit m
=n()+l, auch lim C.(m)-s. Ist umgekehrt {C.(m,)} (-0, 1, ...)

eine Teilfolge yon {C.(m)} (m=0, 1, ...) mit lira Co(m)-s’, so ist, mit

n()-m- 1, auch lim Sn(.)

Wir beschlieBen diese Nummer mit einem Beispiel. Ist --(r)
die kleinste ganze Zahl ftir die log

_
1 gilt (log sei der r-fach

iterierte Logarithmus von ), und setzen wir
(2.9) l(v)--v log v. log_l v log v tir r- 1, 2, ., 0_p 1, v_ (r),
so gilt Satz C. mit

falls r / p 1 ist.
der Form

1 lim [logr-Pm(n)- log-pn] q

schreiben, denn tir n >_ p(r)-- 1 ist
1

_
dv 1-T+ lrP() J I(V------ + 0(1)-- [lOgr-;m logljpn] + o(1)

1--p

0 tir 0u _< (r)"q’--
lr(,) ftir , >_ (r),

Die Kopplungsbedingung (2.4) kann man dabei in
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