No. 6] Proc. Japan Acad., 45 (1969) 473

105. Tauber-Konstanten fiur die Verfahren
Ca, A2und L. 1

Von Hubert TIETZ
Mathematisches Institut, Universitit Stuttgart, Deutschland

(Comm. by Kinjiré6 KUNUGI, M. J. A., June 10, 1969)

1. Einleitung. Wir betrachten die Cesaro-Verfahren C. (a > 0),
die verallgemeinerten Abel-Verfahren A,(4 > —1) und das Logarithm-
ische Verfahren L zur Limitierung komplexer Folgen

1.1 {s,} mits,=a,+---+a, fir »n=0,1, ...

Die Folge (1.1) heiBlt C_-limitierbar zum Wert s, wenn, mit
_[m+a\ & m—yv+a—1

1.2) Ca(m)_< - ) zo( vta )s, (@>0),

lim C (m)=s ist; sie heit A,-limitierbar zum Wert s, wenn

m— oo

(1.3) Al(x)=(1+x)‘*‘1§<vt’z> (1—1%%) s, A>—1)

fiir alle >0 existiert und lim A,(x)=s ist; und sie heiBt L-limitierbar

20

zum Wert s, wenn
(1.4) L(x)-: 1 i 1 (1_“ 1 )v+18v
log (1+2) s=op+1 1+
fiir alle £ >0 existiert und lim L(x)=s ist. Borwein [2, 3] vergleicht
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die Wirkfelder dieser Verfahren. Er findet, daB -in der Reihenfolge
der obigen Aufzihlung-jedes nachfolgende Verfahren echt stirker ist
als jedes voranstehende, und daB die Wirkfelder der A,-Verfahren
mit fallendem A wachsen. Nehmen wir das klassische Resultat iiber
die GroBe der C,-Wirkfelder noch dazu und bezeichnen wir die
Wirkfelder mit den gleichen Buchstaben wie die Verfahren selbst, so
gilt insgesamt

C,cC,.CcA,cA,.cL fir 0<a'<a” und —1<A’"<2.

Ist V ein Verfahren zur Limitierung von Folgen (1.1), so nennen
wir eine Tauber-Bedingung der Gestalt
nicht-optimal fiir V, wenn es eine gegen Unendlich strebende Folge
{@n} n=0,1, -..) so gibt, daB auch
(1.6) 2,8,=0(p,)  (n—>00)
eine Tauber-Bedingung fiir V ist. Bekanntlich ist (1.5) mit 4, =n4, fiir
C, und A, sowie mit Zn=n«1f,, log n fiir L in diesem Sinne nichtoptimal,
wenn {y,} (»=0,1, ...) irgendeine gegen Unendlich strebende
Zahlenfolge ist; denn dann ist (1.6) mit ¢, =y, (=0, 1, - . .) ebenfalls
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eine Tauber-Bedingung fiir diese Verfahren. Fiir A, und L folgt das
aus zwei Sdtzen von Rangachari und Sitaraman ([8] S. 261).

Bezeichnet V(t) die V-Transformierte einer Folge (1.1), fiir die
(1.5) gilt, so ist es hdufig moglich Ungleichungen der Art

.7 g—irﬁlsn—V(t)[ < Tlm|2,0,|

aufzustellen, wobei n=n(8)— oo und t=%(8)— oo fiir f—oco gelten soll.
Die kleinste Konstante T, mit der (1.7)-unabhingig von der speziellen
Folge {s,}-richtig ist, heit Tauber-Konstante fiir V. Die Literatur
iiber Tauber-Konstanten fiir die Verfahren C, und A, ist sehr
umfangreich. Sie beginnt mit Hadwiger [5], der A,, das klassische
Abel-Verfahren, untersucht. Tauber-Konstanten fiir C, (a=1,2, ---)
wurden zuerst von Garten [4] angegeben. Neuerdings stellten
Jakimovski und Leviatan [7] Sitze auf, in denen viele der friiheren
Resultate als Spezialfille enthalten sind. Die Entwicklung der Theorie
1aBt sich an Hand der dortigen Literaturangaben zuriickverfolgen.
Soweit dabei Folgen (1.1) zugrunde gelegt waren, die einer Bedingung
(1.5) geniigen, wurde ausschlieBlich der Fall 4,=% untersucht. Fiir L
und Folgen (1.1), die (1.5) mit 4,=nlogn erfiillen, behandelt Sitaraman
[9] die Frage nach Tauber-Konstanten.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB sich fiir die
Verfahren C, und A, und Folgen (1.1) mit ny,a,=0(1) (n—oco) sowie
fiir das Verfahren L und Folgen (1.1) mit ny, log na,=01) (n—eo)
ebenfalls-von 0 und oo verschiedene-Tauber-Konstanten finden
lassen, wenn {y,} (r=0,1,...) eine gegen Unendlich strebende
Zahlenfolge ist, die nicht zu schnell wichst. Weiter ergibt sich, daB
fiir jede Folge der genannten Art die Menge ihrer Haufungspunkte
gleich der Menge der Hiufungspunkte ihrer C.,-, A;,- bzw. L-Trans-
formierten ist. Ein dhnliches Resultat fand Jakimovski ([6], S. 573,
Theorem (4.1)) fiir das Borel-Verfahren.

2. Tauber-Konstanten fiir C,. Wir setzen

@D Pu@=("F0 " (" VEY) g m=0,1, -, 0<v<m, a>0
und beweisen zunichst

Hilfssatz 1. Fiir jedes a>0 st

2.2) 1-P (@<(al+1)—2 .
m+1
Beweis. Bei festem m und festem v ist
d
——P,,
ia (@)
I'm+1)

- I'm—v+a+1) B B
= Tm—viD) T[miarn V- ratb=vim+atI<0,

und infolgedessen fiir jedes a >0
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_(m—v+[al+ D! m!
Pude) 2 Pullal 1) = = i [l 4 D!
_m—y+lal+1) - (m—v+1) =<1_ v )(1__v_)
(m+[al+1) -+ (m+1) m+lal+1 m+1

Y [x]+1 v
> (1— ) >1—(lal+1) .
m-+1 m+1

Satz C,. Ist{y,}(v=0,1,...)eine gegen o strebende Zahlenfolge
mit ¥, >0 fiir v>y,>1 und

2.3) i vfl/ — oo,

gilt ferner—mit einer festen Funktion m=m(n)>n—

2.4 lim 5&‘_‘ -—}V——:q fiir ein endliches ¢>0,
n—e v=n+l Y,

so ist fiir jede Folge (1.1) mit

(2.5) Iim vy, |a,| =K
(K eine endliche Konstante) die Ungleichung
(2.6) Tim|s,—C,(m)|<qK

erfillt. Auperdem gibt es eine reelle Folge mit (2.5), fiir die in (2.6)
das Gleichheitszeichen gilt.

Beweis. Mit (1.2) und (2.1) erhalten wir (vgl. Zeller [11] S. 104,
(€9))

sn_Ca(m):sn_ i P‘mv(a)av
v=0

— é[l——Pm(a)]a,— 31 Pu(aa,

yv=n+1

also fiir n>y,

su—Cm)= 5 1—Po(@la,+ 3 —L [1—P, (@)lvy.a,

v=1 y=yg )Jll/‘u
- i 1 P’Inv(a)v‘l/'vav’
v=n+l V\I/‘v
wegen
2.7 lim P, (a)=1 fiir jedes feste v=1, 2, ...
also
sn_Ca(m)zo(l)_I_ i cmvvwvav
n-—+o0 v=1
mit
0 fiir 1<y<y, und fiir y>m
1 [1-P, ()] filr y,<v<n
cmv= v

— \1!, P,..(a) fir n<yv<m.

v
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Wegen (2.5) und (2.7) haben wir nach einer einfachen Variante eines
bekannten Satzes von Agnew ([1], Lemma 3.1) nur noch zu zeigen:

2.8) Tim 3 el =a.
n—o0 p=1
Da 0<P, (a)<1 ist, erhalten wir
Fleml= 3 2 M—Po@l+ 3 L — ¥ Lp-p )
v=1 v=yg Y v y=n+1 ))ql/'v y="n+1 )J\!/‘v

=SI+SZ—S3,
mit S, >0 fir r=1,2,3. Nach (2.2) ist
Sl+sag[;‘3:11 f J —o(1)  fiir n—oo,

und wegen (2.4) ergibt sich (2.8).

Eine einfache Folgerung aus Satz C, ist

Korollar C,. Ist {4} eine Folge wie in Satz C, und geniigt die
Folge (1.1) der Bedingung (2.5), so ist die Menge der Hiufungspunkte
der Folge (1.1) gleich der Menge der Hdiufungspunkte threr C,-Trans-
formierten C, (m).

Beweis. Fir m=n+1 gilt Satz C, mit ¢=0. Ist also {s,}
(v=0,1, -..) eine Teilfolge von (1.1) mit lim s,,,=s, so ist, mit m,

=n(w)+1, auch lim C,(m)=s. Ist umgekehrt {C,(m,)} v=0,1, ---)
eine Teilfolge von {C.(m)} (m=0, 1, ---) mit lim C,(m,)=¢’, so ist, mit

p— 00

n(y)=m,—1, auch lim s, ,, =s'.

Wir be.sr,chlief.%é;l°° diese Nummer mit einem Beispiel. Ist v=v(r)
die kleinste ganze Zahl v fiir die log, v>1 gilt (log, v sei der r-fach
iterierte Logarithmus von v), und setzen wir
2.9 IP@)=wvlogwv.- log,_;vlogtv fir r=1,2,...,0<p<1, v>u(r),
so gilt Satz C, mit

Vi, = {0 fiir Oy <y <(7)
T l2(w) fiir v>u(r),
falls r+p>1ist. Die Kopplungsbedingung (2.4) kann man dabei in
der Form

lim [logl~?m(n) —logi-*n]=q

_p n—oo
schreiben, denn fiir n>v(r)—1 ist

moq J'm dw 1
_ =
20 T6) e ey TOYT I

[logi-»m —logl-»n]+ 0o(1) (n—o0).
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