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112. Ralisation des fonctions definies dans un ensemble
fini d l’aide des organes lmentaires

d’entre,sortie

Par Akihiro NOZAKI

(Comm. by Kunihiko KODAIRA, M. J. A., June 12, 170)

R6sum6. Un organe glgmentaire est un organe d’entre-sortie qui
effectue, en un certain temps fini, une operation dfinie dans un
ensemble fini

(k)= {0, 1, 2, ., k- 1}.
On donne les condition n6nessaires et suffisantes pour qu’un

ensemble donn6 d’organes 616mentaires puisse rgaliser toutes les
fonctions d6finies dans (k).

Le problme se r6duit h celui de g6n6ration de fonctions h partir
d’un ensemble de fonctions (ou d’une suite d’ensembles de fonctions) h
l’aide de l’op6ration de composition restreinte.

1o Introduction. On considre des organes d’entr6e sortie munis
d’un fil de sortie et d’un ou de plusieurs ills d’entr6e.

On suppose les hypotheses suivantes’
1) L’entr6e et la sortie sont des s6ries de "signaux".
2) I1 y a k signaux distincts not6s par

0,1,2, ...,k--1
On d6signe l’ensemble de ces signaux par (k) (k)= {0,1,2,... ,k-1}
3) L’op6ration d’un organe M muni d’un fil de sortie v et de n

ills d’entr6e ux, ..., u est repr6sent6e par une fonction f h n variables
definie dans (k) et par un entier non negatif d de la facon suivante

v(t + d)= f(ux(t), ..., u(t))
off v(t), u(t) reprsentent les singaux circulant au moment t dans le fil
v et dans le fil u, respectivement.

L’organe M satisfaisant aux conditions 1), 2) et 3) s’appelle organe
616mentaire. On dit que l’organe glgmentaire M rdalise en temps
d’opgration d la fonction

f (k) __._(k)
On peut eonsid6rer un 616merit logique 61eetronique eomme organe

,16mentaire.

On d6signe par t2(k) l’ensemble de toutes les fonetions d6finies
darts (k). On peut alors assoeier h ehaque ensemble A d’organes
616mentaires une suite de parties de O(k)"

F (F0, Fx, Fz, )
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qui sont dfinies de la faon suivante"
F est l’ensemble de fonctions rdalisables par certains organes de

A en temps d’opgration n.
Soit A l’ensemble d’organes lmentaires qu’on peut composer

l’aide des organes de A. Dans ce qui suit on considrera la relation
entre l’ensemble A et l’ensemble de fonctions ralisables par des
organes de A.

2. Operation de composition A. Suite .complte. On designe
par M(X, Y) l’ensemble des fonctions definies dans X dont les valeurs
appartiennent Y.

Dfinition 1

D4finition 2
fonction de/2.

On designe par

(k) {0, 1, 2,..., k-- 1}
)n --M((k)n, (k))

9=U 9
Soient g, ..., g des fonctions de Soit f une

f(g, x x g)
une fonction n variables dfinie ainsi"

f(gl x x g)(xl, ..., x,)
--f(g(xl, ..., x,,), ., g(xl, ., Xn))

Dfinition 3.
Soient A, B des parties de tO.

1) AoB=U U{f(gx xg); feArltO,geBr9,}
m=l n=l

2) A-A
3) A-An-oA
Lemme 1
1) Si B__C_n, alors A B_c_ 9n
2) (AoB)oC-Ao(BoC)
3) AcA’,BcB’AoA’C_BoB
D4finition 4. 1) p-- {Pr 1<i<n}

off P? est une projection de On"
P?(x,, ..., x)-- x

2) O-UO
Dfinition 5. Soient F, F’ des suites de parties de/2"

F- (F0, F, F., )
F’--(F,F;,F,...)

1) FF’,@::@F_F pour tout i>__0
2) On designe par F la suite minimum satisfaisant aux conditions

suivantes"
a) FF
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b) PF0
c) F F_F/ pour tous p, q>_0.
3) La suite F est dire -complee si

U
t--0

4) La suite F est dite -maximale si F n’est pas -complte et si
F F F:/:F

entraine que F’ est -complte.
Remarque. Dans le cas off k---2, W. B. Kudrjavtiev a caractris

routes les suites -maximales (volt [6]).
B. Ensemble complet. Soit H une pattie de/2(k). On dsigne

par H l’ensemble des onctions qui s’obtiennent de H par les operations
de composition et de remplacement de variables.

H est dit complet si H-
H est dit maximal siH

et si GH entraine
I1 est vident que l’ensemble H est complet si et seulement si la

suite suivante est -complte.
(U, , , ,...)

Lemme 2. L’ensemble H est complet si et seulement si H n’est
contenu par aucun ensemble maximal.

Theoreme (Post [3]). I1 existe exactement cinq ensembles
maximaux dans /2(2).

Theoreme (Yablonski [4]). I1 existe exactement dix-huit ensembles
maximaux dans /2(3).

Remarque. Rosenberg [5] a caractris tous les ensembles
maximaux pour/c >__ 3.

C. Ensemble .maximal.
Dfinition 6. Soit H une partie de

1) H--U(H’)ofiH’-Hop

2) H est dit -complet si H--
3) H est -maximal si

3.1) H=/=2(k)
et si

3.2) GH,
Remarqueo Dsignons par S(x, y) la onction de Sheffer dfinie

dans (2)- {0, 1}" S(x, y)- 1- x. y
L’ensemble H-{S(x,y)} est alors complet tandis qu’il n’est pas

-complet (von Neumann [2]). On peut vrifier pour tout k qu’il n’y
a pas d’ensemble -complet contenant une seule onction.

Lemme 3.
1) HH
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2) Si H contient l’identitg I(x) x, H H.
3) Tout ensemble maximal contient l’identitd I(x).
Corollaire.
1) H .-complet@H complet
2) H maximalH -maximal
D’aprs Kudr]avtiev [6], il y a exactement huit ensembles

maximaux dans /2(2).
Un rgsultat semblable est obtenu par Ibuki [7]" il emploie une

opdration, mettons H, plus gdndrale que la nStre et il montre qu’il

existe exactement sept ensembles -maximaux.
:. Resultats,

D4tinition 7. Soit a, b des lments distincts de (k).
On note par K(a, b) l’ensemble de routes les fonctions telles que

f(a, a) f(b ..., b)
Thome 1. Soit H un sous-ensemble de
Pour que H soit .-.-complet, les conditions suivantes sont ndcess-

aires et suffisantes"
1) H K(a, b) quels que soient des gldments distincts a et b.
2) Harm pour tout ensemble maximal Met tout entier n.

(voir la dgfinition 3, 3)
D’aprs ce thgorme, on peut caractgriser les ensembles -maxi-

maux. En effet"
Thorme 2. I1 y a exactement trente ensembles -maximaux

dans /2(3).
Voici le thdorme fondamental de ce travail"
Th4orme :. Soit F=(F) une suite de parties de [2 telle que

F0 :/: 2.
La suite F est N-complete si et seulement si elle satisfait aux

conditions suivantes"
1) (]N>0)(va, b; aCb)FK(a, b)
2) Pour tout ensemble maximal M et tout entier positif q, il

existe un entier non negatif p tel que

FM
Le thorme 2 s’obtient immdiatement du thorme 3.
Le dmonstrations des thormes seroat publies plus tard ([8]).
L’auteur voudrait exprimer sa gratitude Monsieur le Professeur

J. V. Yablonski et au Professeur C. Benzaken qui ont eu la bont de
lui fournir les commentaires importants sur ce travail, et aussi au
Professeur B. Vauquois grace auquel il a pu faire les recherches dans
de bonnes conditions.
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