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Sur la compacitd des semi.groupes non linaires
dans les espaces de Hilbert

Par Yoshio KONISHI
Dpartement de Mathmatiques, Universit de Tokyo

(Comm. by K6saku YOSID_, M. $..., May 12, 1972)

1. R(sultat. Soit q( un espace de Hilbert r6el. ) Soit {Tt}t> un
semi-groupe (continu) de contractions (non lin6aires) sur un convexe
ferm6 Ccq(, c’est--dire, {Tt}t>o est une famille T, d’applications de
D(Tt)--C 2) dans C d6pendant du paramtre t_>0, qui satisfait aux
quatre propri6t6s suivantes"

Tox--x, x C,
TtT-- T+, t et s>_0,
lim Ttx--x dans q(, x e C,
t0

[ITtx-Ttyll_llx-yl, x, y e C, t_O.
Grace au thgorme de Hille-Yosida non lingaire (voir, en particulier,
KSmura [5], Kato [4] et Crandall et Pazy [3]) il existe un oprateur A
(multivoque) ((maximal monotone}} au sens de Minty et Browder,)

unique, tel que D(A)-C et {Tt}t>_o coincide avec le semi-groupe de con-
tractions engendr par --A"

Ttx--lim I + t--A x dans (pour x C et t>_0.

Dfinition. On dit que le semi-groupe {Tt}t> est compact si
l’oprateur Tt est compact) pour tout t >0.

Le but de cette note est de donner une caractrisation de la com-
pacit du semi-groupe {Tt}t0. Notre thorme constitue une version
non linaire du thorme 3.3 de Pazy [6].

Thorme. On emploie les notations ci-dessus. Les proprigtgs
(a) et (b) sont gquivalentes"

(a) Le semi-groupe {Tt}t est compact;
(b) (b) La rgsolvante (I+ A)- est compacte

et
(b) pour tout sous-ensemble borng B de C, la famille des fonc-

tions" ]0, c[ t-Ttx, o x parcourt B, est gquicontinue.

1) La norme est notre 11" I1.
2) On dsigne par D(T) le domaine de dfinition d’oprateur T.
3) Par consequent, pour tout 2>0, (I/2A)-1 est une contraction dfinie sur q.
4) Un oprateur T:D(T)cqoq est dit compact si, pour toute partie B

borne de D(T), l’image T.B--{Tx; x eB} est relativement compacte.
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2. D6monstration de l’implication: (a)(b). (b2) est 6vident.
On va d6montrer (bl). On a, pour x e q( et >0,

Tt(I+ A)-x--(I+ A)-Xx

+ A)-x ds AT(I+A)-x ds,

oh Ay, y e D(A), d6signe l’616ment de norme minimale du convexe ferm6
Ay.) Notons que, pour x0 fix6 e C,

IInT(I+n)-xll<_ n(I+n)-xl
<_l[xl +l[(I+n)-lx--(l+n)-lxoll+l](l+n)-IXol]
<_llx +liX-Xoll+ll(I+A)-Xoil,

I1 en r6sulte que
Tt(I+ A)-lx--(I + A)-xl]

<_t(211xll+llx011+ll(I+A)-x011), xed(, t>O,
ce qui donne (b).

3. D6monstration de l’implication: (b)(a).6) Fixons t0>0.
Soit B un sous-ensemble born6 quelconque de C. D’aprs (b2), pour
tout e>0, il existe () e ]0, 1] tel que t e ]0, (,)] implique TtoX--TtTtoXll
_< pour tout x e B. I1 r6sulte des lemmes 1 et 3 de Kato [4] que
l’op6rateur t-(I Tt), t0, est monotone,

R (I + (I-- Tt)I C pour ,t0

et que

(i ,
pour x B, ,> 0 el; t ]0, c(s)].
l’ingalit

22Ttox- Ttox _<2 (1 +.
Faisant tendre t vers 0, on en obtient

(I + 2A)-Ttox- T,oX <-- 6e
pour x e B et 2 e ]0,/z(e)] (voir le lemme 1.5 de Brezis et Pazy [2]).
D’autre part, puisque l’on a (b) et

(I + 2A)--(I+ A)-I (-I + -2--1(I + 2A)-I) 2>0,

l’op6rateur (I + 2A)-T, est eompae pour tout 2 0.
on arrive (a).

Par cons6quent,
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5) On sait que --A" D(A)=D(A)oaCoS(, est le ((ggngrateur infinitgsimal)) du
semi-groupe {Tt}t>o.

6) On peut proc6der comme dans B6nilan [1].
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