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Structure du groupe des similitudes orthogonales
( Caractristique :/: 2)

Par Akiko YOSHIOKA
Universit de la Prefecture d’0saka

(Comm. by Kenjiro SHODA, M. J.A., June 2, 1972)

1 Le but de cette note est de montrer que les rsultats corres-
pondant ceux obtenus dans le cas de caractristique 2 [1] subsistent
aussi dans le cas de caractristique :/= 2."

Dans tout ce qui suit, nous conserverons les notions et les notations
dans le texte de J. Dieudonn [2]. Soient K un corps commutatif de
caractristique :/= 2, E un espace vectoriel droite de dimension n sur
K. Soient f une forme bilinaire symtrique sur E E, Q une forme
quadratique non dg4n4re, associ4e f. Dsignons par On(K, Q) et
GOn(K, Q) le groupe orthogonal et le groupe des similitudes orthogo-
nales. Remarquons que la condition Q(u(x)) xz, / e K*, u e GOn(K, Q)
4quivaut celle qu’on ait f(u(x), u(y))-f(x, y)z, pour tout x, y de E,
off/ est appel4 le multiplicateur de u. En prenant les discriminants
de ces deux membres, il vient (det u)2-/; si n est impair, / est un

Ulment carr dans K* et u peut tre crit u h, off h, est
l’homothtie associe / et off u’ est un lment dans On(K, Q); c’est-
-dire, GOn(K, Q) est produit direct de On(K, Q) et du groupe des
homothties H, ce dernier est videmment isomorphe K*. Au con-
traire, si n est pair, moins que les multiplicateurs de tousles lments
de GO(K, Q) ne soient carrs dans K*, GO(K, Q) n’est pas produit
direct de On(K, Q) et de H. Pour cette raison, nous limitons notre
tude dans le cas off n est pair" n=2m. Nous designons par H
l’hyperplan orthogonal un vecteur x dans E et par h l’homoth4tie
associe un lment a de K*.

Notons d’abord que le lemme I dans [1] est valable si 1’ on remplace
partout l’adjectif "singulier" par "isotrope", et que le lemme 3 dans
[1] est aussi valable pour le groupe GOn(K, Q).

z. Dans tout ce numro, supposons que l’indice, de Q soit non
nul. En choisissant convenablement des sym4tries orthogonales au
lieu des transvections orthogonales, on peut d4montrer les propositions
1 et 2 qui correspondent celles exposes dans [1].

Poposition 1. Pour tout u de GO2(K, Q), il existe un vecteur

1) On demande souvent si le procd et les rsultats dans [1] sont applicables
au cas de caractristique 2. Voici la rponse.
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isotrope x dans E et une v ou deux v, v symgtries orthogonales, tels
que l’on air u(x)-xl ou u=vu ou=vvu.

Cas I. I1 existe un vecteur isotrope x dans E tel que f(x, u(x)) O.
Prenons le vecteur non isotrope a=u(x)-xl et la symtrie v par

rapport l’hyperplan H" v(X)=X--a 2f(X, a).. Alors, il est vident
Q(a)

que si l’on pose u-vu, on a u(x)=xp.
Cas II. Pour tout vecteur isotrope x de E, on a f(x, u(x))-O.

D’aprs l’hypothse E-- {0}, il existe un vecteur z dans E tel que f(x, z)
g: 0 et f(u(x),z) O, et done il existe un vecteur isotrope y= x+ za,a :/: 0, tel
que f(x, y) :/: 0 et f(u(x), y) O. Pour les vecteurs non isotropes a x-y
et a-u(x)-y/, on peut dfinir les symtries v et v. par rapport aux

hyperplans H, et H., respectivement" v(X)-X-a 2f(X, a). Alors,
Q(a)

on volt immdiatement que v(y)=x, v.(u(x))=y/. Donc, en posant
u vvu on a u(x) xz.

Proposition 2. Pour tout u de GO.(K, Q), il existe des vecteurs
isotropes x, y dans E et au plus de quatre symgtries orthogonales v,

1<=i<_4, tels que l’on ait f(x, y):O, u.(x)=Xlu, U(y)--y, oie u,.-- ( v u,
s<_4.

Pour un lment u de GO(K, Q), prenons un vecteur isotrope x
et une similitude orthogonale u considrs dans la proposition 1.
Notons d’abord qu’il existe un vecteur isotrope y qui n’appartient pas
H et que pour un tel y, y-u(y) appartient H.

Cas I. I1 existe un vecteur isotrope y n’appartenant pas H tel
qu’on ait f(y, u(y)) : O.

Si l’on prend la symtrie w par rapport l’hyperplan H orthogo-
nal au vecteur a--y--u(y), on volt que w transforme u(y) en y. De
plus, la remarque f(x, a)-O plus haute entraine que w laisse invariant
x. Dans ce cas, si l’on pose u.--wvu ou --wvvu, u est une transfor-
mation cherche.

Cas II. Pour tout vecteur isotrope y n’appartenant pas H, on
a f(y, u(y))-O.

(i) m- 1. Si y et u(y) sont linairement indpendants, ces
vecteurs engendrent le tout espace E. Donc, E serait totalement
isotrope, contrairement l’hypothse E-{0}. Par consequent on a
u(y)--y, ceci entraine que f(x, y)l- f(u(x), u(y))= f(xt y)
=f(x, y)za et que a=l, c’est--dire u=u=vu ou =vvu.

(ii) m) 1. Si yet u(y) sont linairement dpendants, on a u(y)
=y comme plus haut (i). Alors, soient y et u,(y) linairement
indpendants. Par les mmes raisonnements que ceux du cas II, (iii)
darts la dmonstration de la proposition 2, [1], (et cf. [3], p. 43), on
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peut montrer les faits suivants" H:/:H( H:/:H et H:/:H,( H
H:/:H H,( il existe un vecteur non isotrope z tel que z e H H

et z e H G H,(. Ainsi on peut choisir un vecteur non isotrope t-xa
+z, a e K* tel qu’on air f(, u(y))=/=0 (K]>2 !), et en m6me temps que
f(t,y):/:0 et f(t,x)-O. Comme y est isotrope et que f(t,y):/:0, il
existe un vecteur isotrope tel qu’on ait {--y+t, e K* et f({, y):/:0.
Alors, on a f({,ul(y))=f(t, ul(y)):/:O. Prenons les vecteurs a=-y,
a---u,(y) et consid6rons les sym6tries w,, w par rapport aux hyper-
plans H,, H, respectivement. Alors, on voit que w({)--y, w.(u(y))--. De plus, du fair que f(x, al)-- f(x, --y)-- f(x, )--0, f(x, a2)

f(x, {--u(y))-- f(x, y--u(y))+ f(x, )-0, on a w,(x)--x, w2(x)--x.
Donc, on a wwu(x)--xt,wwu(y)--y; en autre terme, on a u.
WlW2VU OU WW2))2u.. Th4orme.) Pour tout u de GO(K, Q), il existe une semi-

involution w dana GO(K, Q) telle qu’on air w-h/ et /-/.
Conformmen la dmonstration faite dana le cas de caractristi-

que 2, nous distinguerons deux cas"

Cas I. -0. Raisonnons par rcurrence sur m. Soient m-let

base orthogonale de E. Soit (ca )la matrice corres-une

pondant u par rapport cette base. Alors, les coefficients de cette
matrice satisfont aux relations Q(e)p,- Q(u(e))- Q(e)a + Q(e’)c et
Q(e’)p-Q(u(e’))-Q(e)b+Q(e’)d. Si l’on pose w=h pour c-0 et

w- c pour c0, on voit facilement que w-h,,
--a

w e GO(K, Q) et/-/.
Fixons un vecteur e dans E, et posons f(e, u(e))-,. Naturellement,

2 peut tre gal 0 ou non. Si l’on considre le vecteur e’---e "Q(e)

+u(e), on a f(e, e’)-0. Remarquons que pour u(e)-ek, k e K*, on a
Q(e)t-Q(u(e))-Q(e)k et qu’on peut prendre h comme w. Prenons le

vecteur a--e-u(e)2+u(e)l__ et considrons la symtrie v par
Q(e)f

rapport l’hyperplan H" v(X)-X--a 2f(X,a). Comme on a
Q(a)

f(u(e),a)-O, on a d’abord v(u(e))-u(e)-e 2 +e’. D’autre part,
Q(e)

on a Q(a)-2 IQ(e)-. 2 +f(e, u(e)) l-l et 2f(u(e), a)-- Q(a)l. D’ofi
( Q(e)/

2) Nous avons obtenu la orme normale de u modulo O.n(K,Q)dans le cas de
caractristique arbitraire ([3], p. 433, thorme).
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on calcule suivant" v(u(e’))-vlu(-e " u(e)) v
Q(e) + ) (u(e))

Q(e)

+ v(u(e)) --u(e). + u(e) a 2f(u(e)’ a) --u(e) + u(e)
Q(e) Q(a) Q(e)

Q(e[ / -- + e/+Q(e) e-+ e’

Q(e) Q(e) Q(e)
D6signons par P le sous-espace engendr6 par e, e’ et par P le sous-

e} une base de Ptelleespace orthogonal P. Soit (e, ., e, e,..
qu’on ait f(e, e)-,2gi, ygm. La transformation vu laisse
invariant le sous-espace non isotrope P, elle laisse aussi invariant P.
Designons par 5 et Q les restrictions P de vu et de Q. I1 est 6vident
que ,-,=-. Alors, par l’hypothse de r6currence il existe
dans GO(,_)(K, Q) une semi-involution
et ,=,. Soit la matrice correspondant @ par rapport la base

(e, e., e, eL> et soit W= (e) -ZQ(e)-
_Q(e)_] Prenons la

transformation linaire w de E dont la matrice est de la forme

par rappor la base (e, e’, e, ..., e, e,

a osfi e’-- e 2 + (e), on a (e’)-- (e) + ((e))-- 2f(e, (e))
(e (e

-Q() /- D’o on dduit que Q(w())-Q()Q()2Q(e) Q(e)

+ Q(e’) Q(e)lu, Q(w(e’)) Q(e)(/ Q(e) + Q(e’)
Q(e)

Q(e’)

2 2 (e "Q(e)2.=e(e’)/, et que f(w(e), w(e’))=f Q(e)
+e’,

2
Q(e) Q(e) Q(e)

Q(e’)
Q(e) Q(e)

Q(e’) Q(e’)- " =0.
Q(e)

On en conclut que w e GQ(K, Q) et que

=/. De plus, il est facile voir que W2--/uE, c’est--dire que

Cas II. ,0. La rcurrence sur m peut se poursuivre comme
dans le cas de caractristique 2, [1].

m-- 1" I1 existe une base (e, e’} telle que Q(e)-Q(e’)-O, f(e, e’)- 1.
Si l’on prend une transformation w dont la matrice est de la forme

( )parrapportcettebase, onvoitimmdiatementquewestune

transformation cherche.
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Prenons deux vecteurs isotropes x, y et une transformation u
obtenus dans la proposition 2, et posons e--x, e’-yf(x, y)-l. Soit P le
sous-espace engendr par e, e’, et soit P le sous-espace orthogonal P.
Comme u laisse invariant P, u laisse aussi P invariant. Si l’on
dsigne par , ( les restrictions /5 de u, Q et par l’indice de (, on
a que e GO(_,(K, Q) et/=/. Pour cette fi on peut trouver dans
GO(,_)(K, ) une semi-involution de /5 telle que =h, et Z-/,
d’aprs l’hypothse de rcurrence ou bien d’aprs le cas I, en suivant
que )0 ou bien --0. Prenons une transformation linaire w sur E
telle que w(e)-e’, w(e’)--el et qu’elle est identique sur P. Alors,
on voit acilement que w e GO,(K, Q) et que w- h,. De plus, comme
on a f(e, e’)/-- f(w(e), w(e’))-- f(e’, e/)-- f(e’, e)/, on a/--/.

Remarque. Pour une semi-involution orthogonale w telle que
w-h, les deux multiplicateurs/--_+ a sont considrs. Pour qu’on
air/--a il faut et il suffit qu’il existe un vecteur x0 dans E tel que
f(Xo, W(Xo)):/:O. En effet, s’il existe un tel x0, on a f(Xo, W(Xo))[
--f(W(Xo),W(Xo))--f(W(Xo),Xo)a et donc /u--a. Supposons ensuite
qu’on air f(x, w(x))-O pour tout x dans E. Pour un vecteur w(y),
prenons un vecteur x tel que l’on air f(x,w(y)):/:O. De la relation
f(x + y, w(x / y)) O, on dduit que f(y, w(x)) f(x, w (y)) :/: O.
Comme on a O:/:f(x, w(y))/w-f(w(x), w(y))-f(w(x), y)a- f(x, w(y))a,
on a

4. Pour une semi-involution w obtenue dans le thorme, on a

/u---Zup-/p-1. Cela signifie que pour route similitude orthogo-
nale arbitraire u, il existe une transformation orthogonale u’ telle qu’on
air u--wu’. En le combinant avec le thorme de Cartan-Dieudonn
([4], p. 20, proposition 8), on constate immdiatement le corollaire
suivant"

Corollaire 1. Toute similitude orthogonale 2m vaviables peut
se reprdsenter comme produit d’une semi-involution et de 2m symdtries
orthogonales au plus.

Ensuite, nous avons une question propose par le Professeur
H. S. M. Coxeter" Combien d’involutions orthogonales sont-elles
ncessaires pour representer une transformation orthogonale comme
leurs produit ? Lorsque le corps de base est de caractristique 2 et
que l’indice de la forme quadratique est nul, M. J. Wonenwurger a
donn la rponse, c’est-g-dire, toute transformation orthogonale peut
tre representer comme produit de deux involutions orthogonales au
plus ([5], p. 382, thorme). On en dduit le corollaire suivant"

Corollaire 2. Pour une forme quadratique d’indice nul, route
similitude orthogonale peut tre reprsentde comme produit de trois
semi-involutions orthogonales (une semi-involution et deux involutions
orthogonales).
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