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134. Sur les Systmes des Equations Diffrentielles
Ordinaires.

By Masuo FUKUHARA.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.

(Rec. Sept. 17, 1928. Comm. by T. YOSE, M.LA., Oct. 2, 1928.)

I1 s’agit de montrer, dans la suite, que quelques modifications de
la mthode de Cauchy nous permettent d’obtenir des proprits remar-
quables relatives l’ensemble des courbes intgrales des quations
diffrentielles.

Considrons, pour fixer les idles, deux quations simultanes

(1) y’ f(x, y, z) z’.=g (x, y, z),

f et g tant deux fonctions continues dans le domaine D" O.x_a,
!ylb, lzlb. Soit M fine limite sup4rieure de !fl et de lgl dans le

domaine D. Soit a le plus petit des deux nombres a,--. Intercalons

entre 0 eta une suite des nombres croissants"

(I) x, 2, x_.

Soit L une ligne polygonale possdant les proprits suivantes. 1) L
passe par l’origine 0. 2) Les sommets de L sont sur les plans
(i--1, 2, ). Soient P(x, y, z) ces sommets, et soient/, les
coefficients angulaires des segments droits P_P. 3)/ est un nombre
entre le maximum M et le minimum m def dans le domaine D"
.xx, [y--y_[M(x--x_), [z--z_[M(x_x_) et un nombre
entre le maximum N et le minimum de g dans le domaine D. L’en-
semble de toutes les lignes L remplit une rgion de l’espace, R. Sub-
divisions chaque intervalle partiel de la division (I) en intervalles plus
petits. On aura une rgion analogue, R, correspondant la nouvelle
division (I’). En continuant ainsi, on obtiendra une suite indfinie
des rgions" R, R, R, I1 est clair que l’une quelconque de
ces rgions est une rgion partielle des prcdentes. Soit R l’ensemble
des points appartenant tous les /. Soient E()() les sections des
R() par le plan x.=$ et E($) la section de R par le plan x-, tant un
nombre quelconque entre 0 et a. E ($) est videmment l’ensemble
limite des ensembles E() () pour i infini. On voit facilement que les
ensembles E(’($) sont continus (c’est--dire ferms et bien enchains).
Par suite, E ($) est aussi continu. D’autre part, en voit que la rgion
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remplie par les courbes intgrales des quations (1) passant par 0 est
identique R. Ainsi nous sommes arrives au thorme de M. Kneser.1)

On peut aller plus loin. Soit Pun point quelconque situ sur la
frontire de R. Je dis qu’il existe au moins une courbe intgrale
passant par O et P et dont les points entre O et P sont des points
frontires de R. Pour dmontrer ce thorme, il est preferable d’em-
ployer les rgions )un peu diffrentes de R(). La rgion T corre-
spondant la division (I) est celle qui est remplie par les lignes polygo-
hales L remplissant outre les conditions 1), 2) la condition suivante" 3’)
Si P-I est un point int4rieur de T,/ et r satisfont, comme prcdem-
ment, les ingalits m_M, nN. Si P_ est un point
frontire de T, on suppose que p soit un nombre entre le maximum et
le minimum de f dans le domaine D" x____z___z, lY--Y- i
3M(z--x_), Iz--z_l3M(x--x_), et que r un nombre entre le
maximum et le minimum de g dans le domaine D’. Soit P un point
frontire de T. Parmi les lignes L passant par O et P, il existe au
moins une telle que ses sommets situs entre O et P soient des points
frontires de T. Grace cette proprietY, on peut tablir facilement le
thorme nonc ci-dessus. Remarquons enfin, que les solutions ainsi
trouves sont, dans le cas d’une quation unique, ce qu’on appelle les
intgrales suprieure et infrieure.

1) H. Kneser, 0ber die LSsungen eines Systems gewShnlicher Differential-
gleichungen, das der Lipschitzschen Bedingung nicht geniigt (Sitzungsberichte der
Preussischen Akademie der Wissenschaften, phys. math. Kl. 1923). Voir aussi les
mgmoires de M. Max Miiller (Math. Zeit. Bd. 28) et de M. M. Nagumo (Japanese
Journal of Mathematics, 1927).


