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36. Uber den Fiihrer eines relativ zyklischen
Zahlkérpers.”

By Shokichi IYANAGA.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.

(Rec. Feb. 10, 1929. Comm. by T. TAKAGI, M.1.A., Feb. 12, 1929.)

Ist K| k relativ Abelsch, so ist K ein Klassenkorper iiber k& fiir eine
Idealgruppe H. Den Fiihrer von H bezeichnen wir mit fxz.

Um dies fxx zu bestimmen, geniigt es bekanntlich nur solchen Fall
zu behandeln, wo K|k relativ zyklisch vom Primzahlpotenzgrad ist,
und zwar fiir diesen Fall die Ordnungszahl % von fxx in [ zu bestimmen.

Herr Sugawara? hat dafiir folgenden Satz bewiesen :

Satz: Es sei K|k relativ zyklisch vom Primzahlpotenzgrade [*.
K, sei der in K enthaltene l*-gradige Oberkorper von k (Also Ko=F,
Ky=K), und K, der Trigheitskorper fiir [ (0 <t <h). Dann ist die
fragliche Zahl u durch die folgende Formel gegeben :

_] —
1+ o+ S %en=% g gop—1

(1) u= p=t [,
1+n fiir t=h—1

wo g=h—t, und v, Vs..... v, die gewohnliche Bedeutung fiir K..:| K.,
Ifz+2 | I(zn, ....... N Kl K1 haben.

Hier will Ich einen rein arithmetischen Beweis fiir denselben Satz
geben.?

1. Es sei.

@ m=1IIp (" ITp, mo

irgendein Erkldrungsmodul von H. Dann gibt es dafiir einen Ideal-
modul

2 M= IIP 1T m,

in K, und allgemein M, in K, der das Geschlecht in K, zu erkliren
dient. Fiir die N entsprechenden Zahlen N, gelten dann die Formeln :

1) Diese Note schliesst sich an den Arbeiten :

T. Takagi: Ueber eine Theorie des relativ Abelschen Zahlkérpers. Journal of
the Colleige of Science, Tokyo 1920-

H. Hasse: Bericht iiber neuere Untersuchungen ete. I. Ia. Jahresbericht d. D.
M.V. 35, 36. an, die im folgenden bezw. mit T., H.I., HI., zitiert werden. Es sei
gestazt)tetl., von dzen 3%orl; geldufigen Bezeichnugen ohne Erkliarung Gebrauch zu machen.

roc., 2. 36.

3) Herr Sugawara benutzt in seinem Beweis einen in HI. gegebenen, aus

Heckesche Funktionalgleichung fiir L-Reihen hergeleiteten Satz. (Satz 16, HI.S. 38)
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n=Ni=........ =M,
N 2w tl, } p=1,2, ....9
M+p.=1+'U|..+l(Nt+u—l‘—1‘“’Uu)l)

sonach

-1 _
1+vu+l"{n—(1+vl+ ';V:,‘lﬁ‘iiu—”—“)}, Hn=2, ....9

=

1+v+l{n—QQ+v))

2. Hilfssatz. Wir schreiben K* statt Ki-i, M* statt Ma-1. frrxsei
der Fithrer von K| K*. Dann ist M* durch fxi* teilbar.

Beweis: K ist Klassenkorper ilber K* fiir eine Idealgruppe H,
deren Fiihrer fxx+ ist. Diese Idealgruppe H* lisst noch eine zweite
Fassung zu: nimlich als Gruppe aller Ideale in K*, deren Relativ-

normen von K* |k in H fallen.
Nach einer Eigenschaft von I* fallen aber alle Relativnormen
nach & aus dem Strahl mod. IM* in K* in den Strahl mod. m in k.

H* enthiilt hiernach den Strahl mod. I*.
Daraus folgt die Behauptung.

3. Dem Fiihrer fx; als bisherigem m entspreche der Idealmodul *
in K*. Dass dann

1 Frcx
ist, kann man leicht aus T. entnehmen.? Nach dem eben bewiesenen
Hilfssatz ist aber
frrex | .
Es ist daher
(I1) F* =frr>.
4. Jetzt ist es leicht unseren Satz zu beweisen.

Der Beweis wird durch vollstindige Induktion gefiihrt. Da es
schon bekannt ist, dass der Satz fiir A=1 besteht, so haben wir nur
den zweiten Teile der Induktion zu erbringen.

Es sei die folgende Bezeichnungen festgelegt :

[:ein [ mit t<<h—1, also g=2%;
L* : ihm entsprechendes Primideal in K*;

1‘) Dies ist nach HIa. verschirfte Gestalt der in T.S. 95 stehenden Rekursions-
formel. Vgl. T.S. 92, Formel (3). HIa.S. 307. Formel (7).
2) T.Satz29. HIa. Satz23.
£ h3) L Die Aussage des Satzes iiber [ mit t=h—1 folgt ohne weiteres aus dem Satz
ur h=1.
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u : (wie vorher) die Ordnungszahl von fxx in [;
u* : die Ordnungszahl von fx% in [;
U* : ”” i3] ) f* " L*;
U* N ’y ’ ka* ’ L*;
Dann ist nach Induktionsannahme

-2 _
o {1+v1+1213"—+2u~”ﬁ fir g¢>2,
u*= -

14+ fir g=2,

(4) U*:: 1+ Vg.
Nach § 1 ist ferner

-9 _
{1+'vg_1+l”"{u—(1+'vl+ yEM)} fir ¢>2.
U*= p=1 I+

1+ +i{u—Q+v)} fiir g=2.

Also nach (3)
G) U*=1+v,.+U " {u—u¥).
Nach § 3 ist aber
®6) Uy="U>*.
Aus (8), (4), (6), (6) folgen der Reihe nach die Formeln :

14+v,=14+v,-1+1 (u—u*),

u—u*=

Das war aber die zu beweisende Formel.
5. Aus (1), (2), (IT) folgt ferner die Formel :

(I11) frae= 1lp IT(* ITpo,

wo « mit (I) erklirt ist, und das letzte Produkt sich auf die in K in
unendlichen Primstelle 2-ten Grades zerfallenden Primstelle in K*
bezieht.

Der Fithrer von K|k ist somit zum vollstindigen Ausdruck
gebracht.?

1) Die in HI. mit Hilfe der Heckesche Funktionalgleichung fiir L-Reihen
bewiesen Sitze 16, 17 konnen offenbar auch hieraus hergeleitet werden.



