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108. Sur l’ensemble des courbes intgrales d’un systme
d’quations diffrentielles ordinaires.

Par Masuo FUKUHARA.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.

(Rec. Oct. 27, 1930. Comm. by T. YosIE, M.I.A., Nov. 12, 1930.)

Soit donn un systme d’quations diffrentielles ordinaires

(A) dy, f,(x, y, y., y,,) (i-1, 2, n).
dz

Nous supposerons pour la simplicit de l’nonc que les f sont des
fonctions continues dans le domaine D-

et restent dans D plus petits en module qu’un nombre positif fini M.
Soit E .un ensemble de points quelconque situ dans D. Nous
dsignerons par R(E) la rgion remplie par les courbes intgrales de
(A) passant par un au moins des points de E. Nous avons

Thorme 1. Si P est un point de l’hyperplan x-0 et si Q est
un point frontire de R(P) situd sur l’hyperplan x=(0 a), il
existe au moins une courbe intdgrale partant de P, parcourant la
frontiOre de R(P) et aboutissant Q.

La dmonstration de ce thdorme que j’ai donne autrefois a t
simplifie par M. Nagumo. Sa mthode ainsi que la mienne s’appuient
sur le mme principe, approximations par polygones. Nous donnerons
dans la suite une autre mode de dmonstration.

Thorme 2. Si E et un ensemble continu (i.e. un ensembleferm
et bien enchain) situd dans D, la section de R(E) par l’hyperplan
x=$ est aussi un ensemble continu.

La chose est vidente si ron est familier avec le thorme de M.
Kneser? Je laisserai donc au cbt la dmonstration. Du thorme 2
dcoule immSliatement

Thorme 3. Supposons l’ensemble E situ2 sur l’hyperplan
il existe deux points P, P.,. de l’hyperplan x=$ tels que tout ensemble
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continu situ sur l’hyperplan -- et contenant les points P, P air au
moins un point commun avec E, tout ensemble continu situ dans D
et contenant les points P, P a au mains un point commun avec R(E).

En effet, soit K un ensemble continu quelconque situ dans D et
contenant P, P.. D’aprs le thorme 2, la section S de R(K) par
l’hyperplan =$ est un ensemble continu. Set E ont donc au moins
un point commun P’, car S contient videmment P, P.. P" apparte-
nant S, il existe une courbe intgrale passant par P’ et un point de
R(K). Ce point appartient R(E) puisque P’ est un point de E.
Le thorme est tabli.

Dsignons par S(E) la section de R(E) par l’hyperplan =$ et
par F(E) la frontire de S(E).

Thdorne . Soit E un ensemble ferm situ sur l’hyperplan = O.
Si Q est un point frontire de R(E) situ sur l’hyperplan
(0 $

_
a), il eiste au noins une courbe intgrale passant par Q et

un point de F,(E), " tant un nombre donn tel que 0
Si R(F,(E)) contient le point Q, le thorme est tabli. S’il n’en

tait pas ainsi, on trouverait un petit segment d ne rencontrant pas
R(F,(E)) et joignant le point Q un point extrieur Q’ de R(E),
car, l’ensemble E dtant fermi, R(F,(E)) l’est aussi. Q tant un point
de R(E), il existe une courbe intgrale C passant par Q et un point
de E. Soit C’ une courbe intgrale passant par Q’. Les courbes C,
C’ coupent l’hyperplan x=$" en P, P respectivement. P serait un
point intrieur de S,(E), P un point extrieur. L’ensemble des parties
des courbes C, C’ situes entre deux hyperplans x=, x--" formerait
avec le segment d un ensemble continu joignant P, P et ne pntrant
pas l’ensemble R(F,(E)). Mais le thorme 3 montre que cela est
impossible, car tout ensemble continu situ sur rhyperplan
contenant P, P a au moins un point commun avec la frontire F,(E)
de S,(E).

Du thorme 4 dcoule le thorbme 1. En effet, subdivisons
l’intervalle (0, $) en intervalles partiels (x,_, x,). A chaque intervalle
partiel, on peut appliquer le thorbme 4. On obtient donc une courbe
intgrale C passant par P et Q et telle que le point de C situ sur
l’hyperplan x-x, soit un point de F.,(P). Considronse nsuite une suite

de division (/#) telle que le plus grand des intervalles partiels de la
1division (/) tende vers zro avec -:. A chaque division (/#) corres-
3

pond une courbe intgrale C# passant par Pet Q et telle que si x" est
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un point de subdivision correspondant (/) le point de C situ sur
l’hyperplan x=x appartienne F(E). La famille des courbes C est
videmment galement continue. On peut done en extraire une suite
partielle uniforrnment convergente. La courbe, limite de cette suite,
rpond la question.


