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Uber den Konvergenzradius der Lsung einer

Differentialgleichung dY f(x, y).
dx

Von Hideor5 NAKANO.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitt zu Tokyo.

(Comm. by T. YosI., MJ.A., Feb. 12, 1932.)

Unter fix, y) verstehen wir eine im Dizylinder Ix] <= a, Y] <: b
regulire Funktion der komplexen Verinderlichen x und y. Die den

dy -f(x,Anfangspunkt (o, o) durchgehende LSsung yon y) bezeichnen

wir mit y--(x) und ihren Konvergenzradius mit r. Hierbei ist vor-
ausgesetzt, dass die Differentialgleichung keine identisch verschwindende
Lung besitzt.

Satz 1. F(s, t) sei eine stetige und positive Funktion fir o

_
s a

und o t b, und noch genige der Lipschitzschen Bedingung fir
osa, otb. Wenn

If(x,
ist, so gilt

r Min (a, (-(b)),

wobei -(t) die inverse Funktion der den Anfangspunkt (o, o) durch-

gehenden LSsung t= ((s) yon der Differentialgleichung dt---F(s, t) ist.

Beweis. Es braucht offenbar nur den Fall ra zu betrachten.
Wir beweisen zuerst die Relation Max I(x) I.__ b. Wire Maxl(x) <: b,

so kSnnte man eine positive und geniigend kleine Zahl derart finden,
dass Max (x) I__ b(1- 2) und r(1 +) <:: a gelten. Dann hat fix, y)
eine Schranke M im Dizylinder !xl r(1 + ), yt__ b(1- ). Wir
betrachten einen beliebigen Punkt $ auf dem Konvergenzkreis xl---r.
Fiir eine positive Zahl $<: ist fix, y)regulir im Dizylinder
Ix-(1 )]r, [y-- ((1 ) ) I_ b, denn es besteht

c I,(1 -)1+ x- e(1 -,s) r(1 + --(s)

und yl ((1-) )[+ y-($(1-))1--_ b(1- e).

Da der Konvergenzradius der LSsung yon dy-fix, y) mit den
dx



30 H. NAKANO. [Vol. 8,

Anfangskonstanten ($(1 ;), ((1 )) ) nicht kleiner als rs(1 -e---)
ist, ist jene LSsung regulir im Punkt $, wenn man kleiner als

z(1-e ) whlt. Da $ auf ]x=r liebig gewhlt werden kann,
verhlt sich (x) auf ]x]=r regular, was unmSglich ist.

Wenn man sich auf dem Radius Ix e schrnkt, so gelten"

d (x) d(x) f(x, (x) ) F( x , (x) )
dx[ -- dx

wo R(x]) eine summierbare Funktion ist,

{I .(x) (I x I)}e-$1()_
Daraus erhalt man

R(I x I) {I (x) (P([ x [) }-[
_

o

< {I o.

Da die rechte Seite unabh/ingig
von / ist, erhiilt man I(x)l P(r) fiir xl <2 r, weil (I x I) eine stets
wachsende Funktion ist. Daher muss b (P(r) sein, d.h. -(b) r,
was zu beweisen war.

Aus dem Satz 1 folgt es sofort der
Satz 2. Wenn die Ungleichung

If(x, Y)IF(lY!) fir Ix[ <:a, [Yl <:b
besteht, so ist

rMin a,
oF(t)

wobei F(t) eine fir o t b stetige und der Lipschitzschen Bedingung
genigende Funktion ist.

Bemerkung" Von dem obigen Resultat kann man alle bisher
bekannten Formeln fiir Konvergenzradius ableiten.

Folgerung.

1. Wenn If(x, y) -M ftir x <:: a, Y <2 b sind, so hat man die
wohlbekannte Tatsache

r .- Min (a,--).
1) Die Ableitung existiert, im Nullpunkt von ](x)l, nicht notwendig, aber das

schadet nicht die weitere Beweisfiihrung.
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2. Wenn

so ist

ist, haben wir

3f <M und f(x,o)]R fiir xl<:a, yl<:b sind,

yI+R. Da

J dt 1 log(l+Mb)Mt+- R

(Lindel5 .t
1 (1 + Mb frMin (a, log

R ) )
3. Wenn f(x, y)=g(x)+g.,.(x)y, und g,(x) und g(x) regulir fiir

Ix] < a ist, so gilt fiir jede positive kleine Zahl s

Daher besteht

If(x, y)IM(I+ly!) fiir Ixl_a-, lYl <: -Datum haben wir

( I )r :>_ Min a e, dt Min (a e, ).
M(1 + t)

Da beliebig klein sein kann, haben wir r_ a, was wohlbekannt ist.
Vf M, If(x,o)lR und4. Voraussetzung" -y

f(o, y)=_o fiir [xl<:a, ]YI<:b.
Dann gilt es nach dem Schwarzschen Lemma,

If(x, y)I(R/Mlyl)lx] "1--.
a

So erhalten wir die neue Formel

rMin (a, /2a (1 +. Mb

1) E. LindelSff" Sur l’application des mthodes d’approximations successives
l’tude des intgrales relles des quations diffrentielles ordinaires. (Journal de
Mathmatiques, 1894).


