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59. Eine Bemerkung ber die Einheiten
im Kreiskrper.

Von Mikao MORIYA.
Z. Zt. in Marburg (Deutschland).

(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., May 12, 1933.)

Prof. TakagiD hat den folgenden Satz bewiesen:
Es sei K1 irreguldrer KreiskSrper yon 1-ten Einheitswurzeln und

k sein redler TeilkSrper vom .1-1-ten Grade, wobei 1 ungerade
2

Primzah bedeutet. Wenn die Klassenzahl yon k zu 1 prim ist, dann
sind alle singudren PrimSrzahlen yon K dutch die Einheiten gegeben.

In der vorliegenden Arbeit verallgemeinere ich den obigen Satz
folgendermassen

Es sei K irreguldrer) KreiskSrper yon l-ten Einheitswurzeln

und k, sein redler TeilkSrper yore (l---)-ten Grade, wobei ungerade
2

Primzah, m positive ganze rationale Zahl, und (l) die Eulersche
Funktion ist. Wenn die Klassenzahl yon k zu 1 prim ist, dann sind
ae singuldren Primdrzahlen yon K dutch die Einheiten yon k
gegeben.

Um den Satz zu beweisen, schicke ich zwei Hilfssitze voraus. Im
folgenden bezeichne ich mit r eine primitive Zahl nach und mit
s=(--) einen erzeugenden Automorphismus yon K nach dem
rationalen ZahlkSrper, der eine primitive Einheitswurzel in -n
transformiert.

Hilfssatz 1. Es sei t eine Zahl aus K,,, e der kleinste positive

Exponent, yon der Art, dass l- bei geeignetem a die 1-te Potenz
einer Zahl yon K, wirdJ Dann ist der KSrper K=K(/) relativ
galoissch in bezug auf den TeilkSrper e-ten Grades yon K ; dann und
nut dann ist er relativ abelsch in bezug auf diesen TeilkSrper, wenn
a_=r" mod list.

1) T. Takagi" Zur Theorie des KreiskSrpers. Journ. f. Math. 157 (1927). Ich
zitiere diese Arbeit mit T.

2) Ich brauche hier das Wort irregulix" im verallgemeinerten Sinne, d.h. wenn
die Klassenzahl yon Km durch teilbar ist, so heisst Km irregulir.

3) Der triviale Fall, dass /-te Potenz einer Zahl aus Km ist, sei ausgeschlossen.
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Beweis. Wit bezeichnen den in Hilfssatz genannten Teilkrper
yore Grade emit k. Dann geniigt / einer irreduziblen Gleichung

( TM

H (-f)=0

in k. Denn diese Gleiehung hat offenbar die Kffizienten aus k und
ihr Grad fir k ist gleich dem Kfrpergrad yon K fir k.

K ist galoisseh in zug auf k. Denn eine liebige konjugiee

Wurzel ( yon ist eine Zahl yon K, weil - l- Potenz
einer Zahl aus K ist.

Den letzten Teil des Satzes kann man wie folgt wein.) Naeh
einem Satz yon Herrn Hasse2) ist K/k dann und nut dann alsch,
wenn jede Klas naeh der K zugrdneten Idealgp aus K
s invariant ist, er ausgedrfikt dutch das Artinsche Syml, wenn

ist, fir ein beliebiges zur Relativdiskriminante yon K/K rimes Prim-
ideal p aus .

Da K fir k galoisseh und

woi s als einer yon denjenigen Automorphismen yon K/k betraehtet

werden soll, die auf ( angewandt ( in ( transformieren. Da- dutch
s in eine andere Wurzel fibergeht, kann man leieht einhen, dass

ist. Und ferner erhlt man aus

Nun tze ieh nach der Voraussetzung f=, wobei eine

Zahl aus K ist, (K/r)b und =(?--,( ,) d.h. trans-

formiert / in (

1) Diesen Beweis verdanke ieh Herrn Iyanaga.
2) H. Hasse: Berieht fiber neuere Untersuehungen und Probleme der Theorie der

algebraischen Zahlkifrper, Teil II (1930). S. 6 und 24.
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Wenn r b=0, 1, -1 s,s-, d.h. s-s= sind, dann werden
aus der obigen Gleichung C-=C fr b=0, 1, -1. Also ist

rood E.

Da im Falle a rood , s-sQ und s-s
(b=0, 1, b-l) sind, so ist

woi, )eine rationale Funktion von und mit ganz
rationalen Kzienten. Da alle Zahlen aus K als eine rationale Funk-
tionen yon Q und mit den Kzienten aus dem rationalen
ZlkSrr dallbar sind, sind ide Automorphismen s-os und

gleich, d.z.
sobs (b: 0, 1, l- 1).

Damit t der letzte Teil wien.
Hilftz 2. Wenn die assenzahl v k zu l im ist, dann t
ah die v k (m= 1, 2, ).
weis. Wir nehmen an, da dier Satz bis m-1 wien ist.

Da die Relativdiskriminan von k/k_ einen einzigen Primteiler
enthlt und k zyklisch und vom Grade l fir k_ ist, ist die
Anhl der ambigen Idealklassen von k/k_

Dai eutet h_; die Klassenzahl von k_:, q* ist durch (*’)=l*
definie, woi * zugleich Einheiten von k_ und Relativnormen der
Zahlen a k, nach k_ sind, sind Einhein von k_x und r ist die
Anzahl der Gmndeinheiten von k_. Da h_x zu l prim und ganze
rationale Zahl ist, ist auch a zu 1 prim.

Weil die Klnzahl der ambigen Idealkln zu 1 prim ist,
auch die Klnzahl des KSrrs selbst.)

Beweis d Haupttz.) Es sei eine Zahl 1- Idealtenz.
Dann fol nach der Voraussetzung =a, wo die zu konjugierte
komplexe Zahl, eine rlle Einheit und a eine Zahl aus k eutet,

1) M. Moriya" Ueber die Klassenzahl eines relativ-zyklischen ZahlkSrpers vom
Primzahlgrad, diese Proc. 6 (1930).

2) Siehe T. S. 235.
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weil nach Hiffssatz 2 die Klassenzahl yon k zu [ prim ist. Aus
w--a folgt die Gleichun"

Nach Hilfssatz 1 ist K(. o ) abelsch fiber k. Da h zu prim
ist, und folglich kein unverzweier zyklischer KSrr vom Grade l

fiber k existie, so kann , keine primre (nicht triviale) Zahl
sein. Wenn sinlre Primrzahl ist, dann ist auch singular, mu

also l-re Potenz einer Zahl aus K in. Damit is der Satz
bewiesen.


