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161. Eine Bemerkung iber den Normensatz
relativ-Galoisscher Zahlkrper.

Von Tadao TANNAKA.
Mathematisches Institut, Tohoku Kaiserliche Universitit, Sendai.

(Comm. by M. FUJIWARA, M.I..., Dec. 12, 1933.)

Der Normensatz im zyklischen Kfrper wurde neuerdings durch
Brauer, Hasse und Noether in iusserst schfner Formulierung folgender-
massen verallgemeinert

Jede itberall zerfallende Algebra zerfgllt schlechthin.
Ich mfchte hier eine kleine Bemerkung fiber diesen Satz machen.

Der Einfachheit halber sei die folgende Ausdrucksweise gestattet" Es
sei K/t ein Galoisscher Kfrper, . ein Primideal in K und as, T ein
Faktorensystem yon KIlo mit der Bedingung

TO
aso. TO CSoCTo mod. ,

CSoTo
wobei So, To, alle Galoissubstitutionen der Zerlegungsgruppe fiir
durchlaufen, dann heissen wir ,, as. T zerfillt mod. v ", im Zeichen

(as, T) (1) mod. .
Dann gilt"

Satz 1. Es gibt ein (endliches) Ideal ll-lI(K/k) in K derart, dass
aus (as, T) (1) mod. 11() fir edes ?, folgt schlechthin (as, T) (1).

Dies folgt aus den folgenden Sitzen 2 und 3 bei der Verkniipfung
mit dem am Anfang genannten Normensatz.

Satz 2. Es sei K/k relativ-Galoisscher Henselscher Kfrper mit
der Gruppe G=S+ T+ U+ dann gibt es eine Potenz ? derart,
dass aus (as, T) (1) rood.
folgt schlechthin (as, T) (1).

Die kleinste Potenz mit dieser Eigenschaft sei mit 1I()=lI(K/k)
bezeichnet.

Satz 3. Fir zyklischen Kfrper K/k stimmt ll(K/k) mit dem
Fihrer (K/k) iberein.

1) H. Hasse: Beweis eines Satzes und Wiederlegung einer Vermutung fiber das
allgemeine Normenrestsymbol. Gfttinger Nachr. (1931).

2) R. Brauer, H. Hasse, E. Noether: Beweis eines Hauptsatzes in der Theorie
der Algebren. Crelles Journal, 167 (1932).
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Satz 3 ist fast trivial. Aus diesem folgt insbesondere, dass
lI(K/k)---1 fiir unverzweigten KSrper K/l, da solcher KSrper be-
kanntlich zyklisch ist, also folgt auch die Endlichkeit der verschiedenen
in ll(K//)=IIII() auftretenden Primideale.

Beweis des Satzes 2"

Es sei n=[Kr/k] und p’ eine genfigend grosse natfirliche Zahl, so

dass ffir jedes firhaupt in K existierende yon 1 verschiedene n-te
Einheitswurzel

(A) 1 mod.
gilt. Man whle dann p so gross, dass jedes a mit

al mod. "eine g-re Potenz b" wird, wobei g=q(’)n gesetzt ist. Dann ist

a=(b(’))=c
cl mod.

Ein Faktorensystem as. T genfige der Relation

as. T1 rood. ",
so ist nach dem obigen

as, T bs. T, bs. TI mod.

also oz. T npDZT, v
Dies ergibt nach der Bedingung (A)

bs bT vbs ru

DZT. u
d.i. bz, T selbst bildet ein Faktorensystem. Daher ist

(aZ. T) (bz. T)’ (1)
wie behauptet.

Den genauen Wert yon (K/k) zu bestimmen scheint mir yon

nicht geringem Interesse, es wre aber vielleicht eine schwierige Auf-
gabe. Ich begnfige mich daher nur mit den folgenden rohen Resultaten.

Satz . Es sei wieder K/k Galoissch und K ein Galoisscher
Zwischenk6rper desselben, dann

1) Dies ist in der Tat mSglich. Vergleiche z.B.H. Hasse: KlassenkSrpertheorie
(Manuskript), Satz 121.
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Beweis" Es sei g zu Ko gehSrige Untergruppe der Galoisschen
Gruppe G yon K/k, Go=G/g die Gruppe yon Ko/k, und aso. TO ein

Faktorensystem von Ko/k mit azo. To------1 mod. lI(K/k).
Nach Brauer gilt)

(ao. to, Go)-(a. r, G),

wenn fiir alle Elemente a, r yon g

az. T azoo. T0 aso, TO

gesetzt. Aus der Kongruenzen

aS. T----1 mod. lI(K/k)
folgt nach der Definition (aS.T)(1), also (aZ0. T0, Go)"(1), was unsere

Behauptung ergibt.

Satz 5. Wenn K/k ein Abelscher KSrper ist, dann ist lI(K/k)
durch [(K/k) teilbar.

Beweis" Dies folgt aus den S/itzen 3 und 4.

Satz 6. Wenn die Grade n-- [K k] und n’= [K k] relativ

prim sing, so ist 11= lI(KoK’/k) Max. (lI(Ko/k), lI(K’/k)} 1I*.
Beweis" Nach Satz 4 ist es nur zu beweisen, dass 1I__1I* ist.

Die zu Ko und K’ gehSrigen Gruppen seien bzw. Go--- So+ To+
und G’=S’+ T+ Es sei ferner as. T ein Faktorensystem von

KoK’/k mit as. T---I(II*) und

bz,. T, NKoK,IK (as,. T,),

VZo. T NooK,O]K,p (aZo. TO),
dann ist offenbar bS,.T,=--CZo. ToI(II*). Wenn man beachtet, dass nach
einem Satz yon Chevalley) die Relationen

(as. T, G) (bs,. T,, G’),
(as, r, G)’ (czo. ro, Go)

gelten, go folgt ohne weiteres (aS, T, G)"k, w.z.b.w.

1) Vgl. z.B.K. Shoda: Bemerkungen fiber die Faktorensysteme einfacher hyper-
komplexer Systeme. Japanese Journal of Math., 10 (1933).

2) C. Chevalley" La thorie du symbole de restes normiques. Crelles Journal,
169 (1933), Hifssatz 5.


