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174. Verschiirfung des Thue-Siegelschen Satzes iber
die Approximation algebraischer Zahlen.

Von Sigekatu KURODA.
Tokyo Higher Normal School for Girls.

(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Dee. 12, 1934.)

Wohlbekannt ist, dass fiir eine algebraische Zahl vom Grade n 2
die diophantische Ungleichung

(1) 0-_--__ Y
y> 0

nut endlieh viele ganze rationale L6sungen z, y hat, wenn

1. p= n-n-+ 1 + 0, 0> 0 (Thue)),
2

2. p= Min ( n +s)+O 0>0
18-1\ 8 -}- 1 (Siegel)).

Diese Ergebnisse lassen sieh nun verschixfen. In der Tat, wir k6nnen
beweisen, dass mit #= 2 + O, 0 > 0 dieselbe Behauptung schon giiltig ist.
Dabei diirfen wir annehmen, dass ganz sei.

Es sei k eine natiirliche Zahl, die =2 + 0> + 1 erfiillt, und
2

(2) =/_ a 1 > 0.

Es sei r eine natiirliche, eine reelle Zahl, und
(3) 2n < r,

2’
(5)

Ist ferner m=((,.+- -)---1)r, so ist
2

(6) m+r < \--/ 1+-n/\/ <nr

1) A. Thue" Omen generel store hele tal ulsbar ligning. Skrifter udgivne af
Videnskabs-Selskabet Christiania (1908).

2) C. Siegel: Approximation algebraischer Zahlen. Math. Zeitschr. 10 (1921),
173-213. Vgl. hierzu auch E. Landau, Vorlesungen 5bet Zahlentheorie, III (1927), Kap.
2, } 4, 37-65.
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(7) 2(m
2

Wit trachn nun alle ganzzligen Polynome yon k + 1 Variablen
m+r

wovon jer Kffizient abmlut eine f natfirliche Zahl
sig. Im ganzen gibt es N=(2+ 1)=++x) vechiene Polome
dier . Wenn i jedem dier Polynome P(z;)

1 1 0Xl+ +PI (z; )= 2. 0
P(z; )

0, 1, r- 1 ( 1, k),
getzt wird,

(s)
woi el, wie naehher e2, , eine nut von k, 8 und 0 ar nieht
yon r abhn#ge natfirliehe Zahl ist.

Es ien O ffir v= 1, r rll und das Pa O und 0+2
ffir

v=r+ 1, rl+r2 konjugiert komplex. Werden ffir 2 =0, 1, r- 1

[ Px ( 0) ffir v=l, r,

(9)

getzt,

ZahMn r die wit als Krdinamn eines n-dimensionalen
Raum MtraehMn. Wegen <* (naeh (8) und (9)) liegen
unite N Polynome innerhalb eines Wrfels mit der KanM 2t. Wir

zegllen ihn in (3t) konenM Teilwel mit der KanM 2_ 2.
3t 3

Alann er#bt sich aus (6) und (8)

(10) (3,)
Well wit me als ++ Polynome haben, gibt es sicherlieh mehr
Polynome als Teilrfel, wenn n

1

Nach (7) ist di natrlieh erfllt, wenn ([]+ 1) > e. An
gehren mindte einem Teilrfel zwei uerer Polynome P*(z; )
und P**(z;). Wit setzen nun

(11) R(z;)=P*-P**...o==ob % ..
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Das Polynom R hat die folgenden Eigenschaften"
1. Es gibt fiir alle Koeffizienten b von R(z;z) ein c derart, dass

b , <(c sind.

In der Tat ist ]bl 2a=2(Its]+ 1) <( c.
k

2. R(z; x) ist durch 1] (z-#) teilbar.
u--1

Da wegen (11) und (9) Rh x(,; O)l<: 1 fiir =0, 1,
r-1 (=1, k) sind und ganz algebraisch ist, so ergibt sich

R, ,(; t)=0, was 2. best/itigt.

3. R(z;z) h/ingt wirklich von z, z, z ab.
Denn R(z; ) verschwindet natiirlich nicht identisch. K/ime erstens

z in R nicht vor, so w/ire R(z z)=R(v; z) durch (x-), also durch
f(xaY (f(z) bezeichnet das zu zugehSrigen irreduziblen Polynom) teilbar,
also wre +r_ nr, was widerspricht gegen (6). Kime zweitens in
R irgendein z nicht vor, dann miisste R(; x.) wegen 2. identisch ver-
schwinden daraus folgte, dass rational ist.

4. Sind IO-zll (=1, k), Iv-zll, so gibt es ein c5
derart, dass fiir alle nicht negativen <: r gilt

k

R, ,(z; )1
Dies ergibt sich aus 2. durch leichte Abschitzung.
5. Wenn fiir ganze rationale h, q (> 0) (=0, 1, k)

Rt qo q q--
ist, so ist

Die flgt unmittlbr ms 4.
6. Es seien eo, ,

/i (; e,.) q= 0 nd 0

ist. (Wegen () und (4) sind
I)enn R(; ) kann

(,; ,.)--(()+.(). +S(; )

it, wobei S(; ) kein Glied der Gestalt enthiilt und ()
und ,() glieh d K6r der rafionalen ahlen liner neb-
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,(;c3 o(;C0 g(;) @ O.
;() ’()

Indem man d Po]ynom

T(z x) zg(xz)R( x) gz(xz) 3xz R(z x)

=(,) +( )
tracht, emieht man, da J(x) durch (-O)-z, al durch f(x)-
ilbar und ds es ein von sz abhng z bt dera, ds J(P(sz) 0,
0 z r+n- 1 ist. Wenn man feer T 7rmal nach xz differenzie,

sieht man ein, ds es ein von So und sz abhng 2z bt derart, ds
0 2z r+n, Rh. o o(So; s, , ) 0 ist. Indem wir di

Verfahlen k-mal wiederholen, lsst sich 6. vollsndig wein.
Nun i vorausgetzt" (1) ha unendlich ele sungen mit

(x, y)=l. Wir whlen k sungen x=h,, y=q, ( 0) (=1, k),
wovon die k-te" x=ha, y=q mit der Eigensct

(12) c q_z <q
Wir nehmen noch eine andere sung x=ho, Y=qo und dazu r d

(13) pn+ 1 < (14) q; < qo < q;+Z
r 4

Ffir di r und h,/q=s (=0, 1, k) sind das Polynom R(z; x)
und 2 wie in 6. schaffen. Deshalb fol aus (1) und 5.

1 < cqoqF+ q#+ Max ( H q;,(-x), q).

Da ferner nach 6. und (6)

ist, so wfirde nach (12), (14), (6), (2), (13) und (5)

1 < Max (qa++-+* qs-q )

< Max (q+Z+ q )

qk

=q;}+((;)-/,-.).-+"--V-.-+(-(;)-/.,.),

< q, q,

was sieherlieh unm6glieh ist.


