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67. Sur un theoreme de M. Beurling.

Par Seiiti IRIE.
L’Institut Mathématique, 'Université Impériale de Hokkaido, Sapporo.
(Comm. by T. YOSIE, M.LA., July 12, 1937.)

1. M. Beurling a établi dans sa These® le théoréme suivant :
Supposons qu'une fonction U(z) soit harmonique et uniforme dans un
domaine D et quelle soit bornée supérieurement au voisinage d’un point
Srontiere z, de D ; soit z, régulier pour le probleme de Dirichlet, St
U(2) satisfait & Vinégalité : lim lim Uz) < m, 2’ étant un point frontiere

2/>zy 252

de D, m un nombre réel fini, on a lim UR) < m.
229

Le but de cette Note est d’en donner une démonstration élé-
mentaire en remplagant ’hypothése que le point 2, soit régulier pour le
probléme de Dirichlet par les suivantes: Supposons qu’il existe un
continu frontiere de D qui contienne le point z, et que z, soit accessi-
ble par Dintérieur, c’est-d-dire qu’il existe un arc simple de Jordan [
dont une extrémité est z; et dont tous les autres points appartiennent
a D.

2. Désignons par z=2(t) I'équation de Parc I, 2(t) étant une fonc-
tion d’un parameétre réel ¢ définie et continue dans un intervalle fermé
[0, 1].

Considérons d’abord la fonction {= Z":O, 21(3c %) étant un point

—«“
de I. Chacune des deux branches de cette fonction &=¢1(2) ou {=gpy(2)
est uniforme dans D et transforme biunivoquement D en un domaine soit
D, ou D,. Ces deux domaines D; et D, sont extérieurs I'un & l'autre
et leur frontiéres contiennent le point {=0 comme le transformé de z,.
Le domaine simplement connexe ® dont la frontiére est I'arc simple de

Jordan L: ¢ =C(t)=¢2(z(t)) contient le domaine D;. Soit w=¢({) une

fonction holomorphe qui transforme biunivoquement ® au cercle |w|<<1
tel que £=0 corresponde au point w=1. La fonction holomorphe

'w=¢(go1(z)) transformera biunivoquement D en un domaine 4 intérieur

au cercle |w|<<1 et le point 2z, au point w=1, la transformation étant
bicontinue sur la frontiére au voisinage de z..

On voit ainsi qu’il suffit de considérer le cas oit D est un domaine
4 qui est contenu dans le cercle |z| <<1 et dont la frontiere contient
le point 2=1.

En considérant désormais un tel domaine 4, démontrons la proposi-
tion suivante: Supposons qu’a tout nombre positif ¢ on peut faire cor-
respondre un cercle de centre z=1 tel qu'en tout point de 4 intérieur
€

[1—z]"

@ ce cercle on ait: u(z) < (S% u(z) est borné supérieurement

1) A. Beurling: Etude sur un probléme de majoration (Upsal, 1933), p. 69.
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au voistnage du point z=1 cette hypotheése est satisfaite sans doute.)

Si Von a lim lim u(z) < m, # étant un point frontiere de 4, m un
2/>z9 2>z’

nombre réel fini, on peut alors affirmer qu'a tout point de 4 u(z) < m.

3. Dans la suite on se servira du théoréme de Phragmén-Lindelof :
Soit 4 un domaine mentionné dans le numéro précédent. Supposons
qu'une fonction f(z) soit réguliere et que son module soit uniforme
dans le domaine 4. Si Uon a @ | f(2) | £ m pour tout point frontiere

Z de 4 sauf le point z=1, m étant un nombre réel fini, et st a tout
nombre positif ¢ on peut faire correspondre un cercle de centre z=1

tel qu'en tout point de 4 intérieur a ce cercle on ait: |f(z)| <<eTi-+T,
on peut alors affirmer qu'en tout point de 4 |f(z) | < m.

Traduit en langage de fonctions harmoniques, ce théoréme s’énoncera
comme il suit: Soit une fonction w(z) harmonique et uniforme dans le
domaine 4. St U'on a ﬁm u(z) < p, pour chaque point frontiere 2 de

4 sauf le point z=1, p étant un nombre réel fini, et st a tout nombre
positif € on peut faire correspondre um cercle de centre z=1 tel qu’en

tout point de 4 intérieur a ce cercle on ait: w(z) < 5, on peut

1-2
alors affirmer qu'a tout point de 4 u(z) < . | |

Considérons, en effet, la fonction f(2)=e“®**®, ou v(z) est une
fonction conjuguée de u(z). Comme f(2) satisfait aux hypothéses du
théoréme de Phragmén-Lindelof, on a |f(2) |=¢*® < e, d’ou u(z) < p.

Remarque. Ce théoréme est vrai méme si 4 est un ensemble ouvert
non connexe.

4. 1l existe une famille des fonetions X;(z), 0 < 1<<1, dans 4 qui
jouissent des propriétés suivantes: 1° X;(2) est harmonique dans 4 et
continu sur la frontiere de 4. 2° X;(z) < 0. 3° 1%(1)=0. 4° A tout
point de 4 qui est sur le cercle |z—1|=p, p étant un nombre positif
non nul, on a uniformément 11151 L(z)=—oo.

11 suffit de considérer, par exemple, les fonctions

-l-z—"i+1l—1og2.

LR)=log |~ P

5. Démonstration de U'énoncé du n° 2. A tout nombre positif 7, on
€
- |1—2|
et lim u(z) < m+7, z et 2 étant respectivement un point intérieur et

z>z/
un point frontiere de 4 qui sont intérieurs au cercle fermé [z—1| <.
Désignons par 4’ la partie commune de 4 et du cercle |z—1|<<7,
par C’' Yensemble des points frontiére de 4’ qui sont contenus dans
Pintérieur de 4. D’aprés la condition 4° du numéro précédent on a
L) <m+7—M sur C', M étant la borne supérieure de u(z) sur C' et
Ao une valeur de 2 choisie convenablement. Done la fonetion v(z) =u(z) +
%, (?) satisfait aux inégalités v(z) << u(z) dans 4" et lin} () < m+7 en

tout point 2/ de la frontitre de 4 sauf le point z=1. D’aprés le

peut faire correspondre un nombre positif 7 tel qu’on ait u(z) <<
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théoréme de Phragmén-Lindeloéf v(z) < m+7 dans 4. Par conséquent
Er—ll v(z)=21£711 w@) <m+7. 7 étant arbitraire on a EH;I u@) < m.
C.Q.F.D.

6. Corollaire. Soient D un domaine dont la frontieére contient un
continu C et 2y un point de C accessible par Uintériewr. Supposons
qu'une fonction f(z) soit réguliere et du module uniforme dans D et
qu’'elle soit bornée supérieurement au voisinage de z,. St f(2) satisfait
a Dinégalité : ‘llzj'rz E@ | f@) | < m, 2 étant un point frontiere de D, m

un nombre positif fini, on a @ | f2) | < m.



