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108. Die projektive Theorie der “ paths”
x4+ Alx®*+ Bi= 0,

Von Hitoshi HoMBU.
Geometrisches Seminar, Kaiserliche Hokkaido Universitit, Sapporo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.L.A, Dec. 13, 1937.)

1. Die projektiven (oder bahntreuen) Transformationen der ver-
allgemeinerten ‘ paths” 3-ter Ordnung werden durch die Gleichungen
von der Gestalt

(1) f"(x, a:“’, @+ me)= [vi(x’ w(l), w(z)) — 3,3&7(2"'—7‘517(”"
(r= % +232) gegeben.” Im folgenden ziehen wir die Systeme der
“ paths” ins Betracht, deren Gleichungen von der Gestalt

(2) £®7 + A;"w(Z)k + Bi=0

sind und unter linearen Parametertransformationen invariant bleiben
(der Parameter heisst sodann affin), und behandeln die projektive
Theorie der Systeme. Ai(z,z®), Bi(x,x’) sind in bezug auf 7
homogen von 1- bzw. 3-ter Ordnung.

Dafiir, dass zwei Systeme von der Gestalt (2) projektiv verwandt
seien, muss solche Funktion B existieren, dass nach (1)

BB+ Ajx®*) +raVi+ (A — A} 2®*+ B — Bi=0
und r=%—+2ﬁ"’ sind. Daraus lisst sich g in ®* linear gebrochen aus-
driicken ; der Nenner des Ausdrucks ist
(Bx® + Aja k) gWi — (80 ®7 + AfxP*) 2Pt 4,5=1,2,...... , oder n.

Wir konnen also fiir n > 2 schliessen, dass g von £®* unabhingig und
in bezug auf 2 homogen von 1l-ter Ordnung ist. Da 7=_pgc®*+
Banx®*+282 ist, so haben wir die projektive Transformation

®) { (@) Aji=A;—35.—Pans™,
(b) Bi=Bi— B A};w(l)" —_ ﬁ(omx(nkw(m +92 Bzx(m‘ .

2. Aus (8,a) erhilt man sogleich

o . o ) . ) i
A} — Alyx® = Af,— Ajar™ — 2(86%, — By ™?)
und

4) A=A-38, 5) A_-:_zz;l__l_)_(A::_A;:ahw(l)j).

1) H. Hombu, Projektive Transformation eines Systems der gewohnlichen Differ-
entialgleichungen dritter Ordnung, Proc. 13 (1937), 187-190.
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Da unter einer Koordinatentransformation x*=2x*(x?)

(6) ax A,, Al aw + g 9% 3291: x(l)i
ox’ oxtow
ist, so ist A ein Skalar. Damit sehen wir nach (4), dass es in jeder
projektiven Klasse der Systeme von der Gestalt (2) ein und nur ein
ausgezeichnetes System gibt, fiir welches der Skalar A identisch ver-
schwindet ; aus einem beliebigen System mit nicht verschwindendem A
ergibt sich das ausgezeichnete durch die projektive Transformation (3)
mit f=A. Affine Invarianten des ausgezeichneten Systems und nur
solche sind offenbar projektive Imvarianten des urspriinglichen Systems.
Wir mochten aber die letztgenannten Invarianten in direkter Weise
herleiten.
3. Aus (3,a) ergibt sich durch Uberschiebung mit x®¥

) Ai=Ai— 4pa®i | AP = Aig®k |
und wir leiten her

t)) Ei =Bj— 8557; ’ B;=4A4}— Ak
Da Aj durch Bj in der Form

9) Aj=3 Bi+1 Biye0
8 8
ausgedriickt wird, so kann man leicht iiberzeugen, dass (3, a), (8) mit-
eina@_@r g{eichwertig sind. Eliminieren wir g aus (4), (8), so erhalten
wir @.=@% (projektiv-invariant), wobei

;1 1 1 ,; ; 2
1) Gi=1(Bi-840)= A~ ¢ M- 2
(10) k 6( k k k™ 6 FOEL 3(n—1)
x (Af— Alayx™) o}, .
Unter #*=x*(x") transformiert sich & wegen (6), (7), (8) in der
Weise

o gy oy O
ot o ox*ox?

Wir konnen also durch
11) Ap'—ﬁ—i-(&w
eir.le projektiv-invariante, tensorielle Ableitung von v* definieren. Setzen
" 2@+ Alx®*+ Bi=Fa® +* A dx Ok * B
so haben wir an Stelle von B einen Vektor
{ *Bi=Bi— Ai@* — Gz VF+ Gy G*

(12) T
(*A;= A5 — & —Ghy)
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(&*=Gix?”), der sich unter (3) folgendermassen transformiert :
(13) *Bi=*B'+[—4BA+28— (Bont®* — Ban®*)]a % .

Da wegen (4) _
—2RA+FP=A2— A%

— (Bt ™* — Buye®*) = (A @ux®* — A yu®*) — (A o2 ®* — A 1, ")
sind, so erreichen wir aus (18), dass die Grosse
(14) Bi=*B' —[A oxV* — A @) &*+2A42] V%

projektiv-invariant ist (B*=97). Andererseits ist B¢ wieder ein Vektor,
da APt — A4 ®* ein Skalar ist. Der Vektor B¢ wird nach (10),
(12), (14) in die Form geschrieben :

. k .
B'=B —% AiA*+ % (A(o)kwa) *— A —é )90“)‘
(15) X
- % (AfO)kx(Dk — At L;, ) + -92*- A ™,

Seien umgekehrt zwei Systeme der “ paths” von der Gestalt (2)
gegeben, welche die Bedingungen

Gi=6;, B=%

erfillen. Wegen der ersten Gleichungen und der Gestalt von & (10)
gibt es eine Funktion B, die (8) erfiillt und in bezug auf *®7 homogen
von l-ter Ordnung ist. Da (8) mit (8,a) gleichwertig ist, so bestehen
(3,a), (4) mittels dieser p. Aus B'=B° folgen sodann (18) und somit
(3,b). Die zwei Systeme sind projektiv verwandt.

4. Da &} projektiv-invariant ist, konnen wir mittels dieser Grosse
das kovariante Differential Dv eines Vektors %, die Grundiibertragung

. - . . . l 4 -
ox™ und die kovarianten Ableitungen ryvé, vy definieren, welche pro-
jektiv-invariant sind :

(16) Dvi=dv*+ Il da* UL =Sk )
(17) 0x Vi =dar Vi Gida’

- - . - - - 1 - -
(18) Piv* =g — Vi Ok + 1T, P = .

Die Kriimmungs- und Torsionsgréssen dieser Ubertragung werden in
iiblicher Weise berechnet. Wir erreichen endlich den

Satz. Sei ein System der “ paths” (2) gegeben, so sind der Vektor
(15) und die Ubertragung (16-18) projektiv-invariant. Die Vektoren
2 und B¢, die Kriommungs- und Torsionsgrissen, und deren sukzes-

~ . Dvi
1) 4vi= dt
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sive kovarianten Ableitungen bilden das wvollstindige System der pro-
jektiv-invarianten Komitanten der “ paths.”’P?

Das Problem der projektiven Equivalenz kann mittels dieses Komi-
tantensystems vollstindig diskutiert werden.

1) Wenn fiir zwei Systeme Dvi=Duvi, jo0%i=gx1% und Bi=B¢ bestehen, so folgt
8% =0}, und somit sind sie projektiv verwandt.
2) Dieses System bilden zusammen mit dem Affinor *A}; (12) und seinen sukzes-

siven kovarianten Ableitungen das vollstindige System der affinern Komitanten der
“paths.” Es ist

(19) *A};=%A7;—%A§u>kx‘”f +'§‘A3};+%A(l)k“’“)i .



