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Sur l’approximation des fonctions continues
par des fonctions harmoniques.

Par Masao INOUF
Institut Mathmatique, Universit Impriale d’Osaka.

(Comm. by T. YOSIE, M.LA., June 12, 1939.)

Darts cette Note nous dmontrons d’abord que chaque fonction
relle, dfinie et continue sur un ensemble ferm et born de classe (P)
qui sera tout l’heure dfinie peut tre considre comme la limite
d’une suite de fonctions harmoniques, uniformment convergente sur
cet ensemble, puis des thormes qui en rsultent. Enfin, l’aide d’un
thorme obtenu, nous faisons une lgre gnralisation du thorme de
Leja et d’un thorme que j’ai tabli antrieurement.

1. Considrons dans le plan un ensemble F ferm et borne. On
dira que F est de classe (P) s’il existe une constante positive d et une
suite de domaines rguliers pour le problme de Dirichlet (D} (uni-
formment borns) telles que

!. F soit contenu dans tout D;
2. pour chaque point z de F, on puisse trouver une suite de

points frontires z (de D) tendant vers z de manire avoir"
(a) > 0 tant donn, il existe un nombre naturel N indpendant

de z tel que l’on air

z-z, <: pour tout n :> N;

() D... [0, d] (n= 1, 2, ...),

off !13D. dsigne la projection circulaire de D. ayant z comme
centre.)

On a alors le th6orme suivant:
Thdorme 1. Toute fonction relle, dfinie et continue sur un en-

semble fermd et born de chsse (P) peut dtre uniformdment approchde
par une suite de fonctions harnumiques sur cet ensemble.

Dmonstration. Soit F un ensemble ferm6 et born6 de classe (P),
et soit donne une fonction r6elle f(z) continue sur F. Prolongeons
d’abord f(z) continfiment au del de F jusqu’au plan entier et dsignons
ce prolongement continu par la m6me lettre f.

Etant donn6 e > 0 l’avance, d6terminons un nombre J > 0 tel
que l’on air, quelque soit z* e F,

f(z)-f(z’) <: e si z*-zl <:2, z*-z’l <: ,
ce qui est possible car F est ferm et borne.

Puisque F est de classe (P), on peut trouver d’aprs dfinition une

1) C’est--dire, l’ensemble de points de l’axis positif rel que parcourt le module
z-znl lorsque z parcourt l’ensemble de points du plus petit cercle renfermant Dn,

n’appartenant pas a Dn.
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constante positive d et une suite de domaines rguliers {D} (uniform4-
ment bornds} remplissant les conditions 1 et 2. Formons un cercle
C renfermant tout D dans son intrieur. On peut alors d&erminer
une constante finie M telle que

Bor. up. { Bor. sup. f(z) <M.

Avec cette constante on a, quel que soit
Iz*-z’l<:

z* e F, pour z e F et

f(z’)- Mi z z’ I-- <f(z) <f(z’)+Mi
II existe, pour chaque point z* de F, une suite de points frontires

z* (de D) satisfaisant aux conditions (a)et (). Dsignons par V(z; z*,,)
la solution du problme de Dirichlet pour D= et avec la distribution
frontire z-z I. On a aIors pour z eD et z* -z: <"

f(z*.,)-MV(z; z*)-e<f(z) <f(z*)+MV(z; z)+,

car on a pour z eD

I1 en rsulte
z-z*.,I< V(z; z:).

f(z*,,)-MV(z; z*)--e < H(z, f, D,,) <f(z*)+MV(z; z*)+e

of H(z, f, D,,) est la solution du problme de Dirichlet pour D et f.
On a par suite

Z* *f( ,,)-MY(z*; z,,)--<H(z*,f, D,,) <f(z*,,)+MV(z*

Formons ici un cercIe ouvert E, ayant l’origine comme centre, dont
le rayon est suprieur Bor. sup. p(D,), p(D,)&ant Bor. sup.

Dsignons maintenant par V(z) la solution du problme de Dirichlet pour
D et avec la distribution frontire z I, of D est le domaine form par
E et d&oup le long du segment [0, d].

Ceci pos, on trouve, en tenant compte de la condition () et du
thorme de Beurling, l’ingalit importante

On a done
V(z* z:) < v(-I z*-z: I).

f(z*)-MV(-I z*-z* ])-e < H(z*, f, D,,) <f(z*}

+MV(-I z*--z: I)+.

Or, on peut trouver un nombre positif tel que l’on air

V(-z) < pour O<z<,
M

1) A. Beurling" Etude sur un problme de majoration, (Upsal, 1933), p. 45.
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et puis, d’aprs la condition (), un hombre naturel N indpendant de
z* tel que l’on air

z*-z* <: rain (,),) pour tout :> N.

On obtient ensuite, quel que soit z*e F, pour tout :> N-

f(z*) 3< H(z*, f, D) <f(z*) + 3e

d’ofi r.sulte enfin
Z*lim H(z*, f, D)=f( )

la convergence tant uniforme sur F. Le thorme est ainsi dmontr6.
Nous remarquons ici que, dans le cas mme off F ne serait pas

connexe, chaque fonction H(z, f, D) peut tre dfinie dans le domaine
(connexe) D qui contient cet ensemble F.

2. On dluit du thorme 1 le corollaire suivant (dj connu)"
Corollaire. Toute fonction rdle, ddfinie et continue sur un en-

semble ferm et borne, partout non dense, qui ne divise pas le plan en
une infinit de domaines peut tre uniformment approchde par une
suite de fonctions harmoniques sur cet ensemble.

Soit F un ensemble ferm et born satisfaisant la condition
donne Afin de prouver ce corollaire, il suffit de montrer que F est
de classe (P). Pour cela, supposons que le plan soit divis par Fen
un nombre fini de domaines & (i=O, 1, ..., k). Soit J0 le domaine
contenant le point infini, et formons un cercle ouvert E tel que sa cir-
conference F soit contenue entirement dans 0. Posons /=E-

Puis, n tant un nombre naturel, formons un cercle ouvert C(z)
1,de centre z et de rayon relatif chaque point z de Fo Puisque

F est ferm et borne, il existe un nombre fini de C(z) (z e F, =1, 2,
..., m) dont la somme recouvre F. Or, F est partout non dense. On
peut donc choisir, pour chaque indice j, un point .. de & dans C(z),
o i dpend de 3". On a ainsi le systme des m points . non situs
sur F (=1, 2, ..., m; 1 k+l), soit F.

En fixant d’abord un indice i entre 1 et k+l, prenons tous les
points z() teIs que z. .. e F, et les joignons, s’il y en a, par une courbe
simple de Jordan F (non ferrule) dans J de manibre avoir"

---d 0- ( zeP 3

p tant p(&), c’est--dire, Bor. sup.
z, z2 Ji

Puis traons de la mme manire, pour chaque i (1 i < k+ 1),
de sorte que / ne rencontrent pas l’une t’autre. On a ainsi le do-
maine D limit par F et dcoup le long des / (1 _<__ i :< k+ 1). R-
ltons ce processus pour tout hombre naturel n.

Ceci fair, {D} est une suite de domaines rguliers contenant F et,
de plus, on peut trouver, pour chaque point z de F, une suite de points
frontires z (de D) tendant vers z telle que
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[0, d],
o d d6signe min d, partant une eonstante positive" En effet, il

i=1, 9. k+l

suffit de prendre z}.1 eomme z lorsque z appartient A C(z). Ce fair
prouve que F est de dasse (P), d’o r6sulte le eorollaire.

En outre, du th6orme 1, nous pouvons obtenir d’une mme id6e
des r6sultats plus pr6eis que ee eorollaire. Mais nous les proposerons
A l’oeeasion proehaine.

Iei eitons seulement le th6orme suivant"
Thorme . Soit 2 un domaine limit par un hombre fini de

courbes de Jordan simples et ferms , et soit donne une fonction
rdelle f(z) continue dans le plan entier. Considrons une suite de do-
maines rguliers {.9} telle que

.9.9+(n=1,2,...) et limg=I2+.

Alars la suite des solutions du problme de Dirichlet pour P. et f tend
uniformment sur 9+ vers la solution du problme de Dirichlet pour
.q et f.

Darts ee eas on peut eonsidrer {2} eomme {D} que l’on a eon-
struite dans la dmonstration du eorollaire; en effet, v est de elasse
(P). Done la suite des solutions du problme de Diriehlet pour 2 et
f tend uniormment vers f(z) sur v, d’o il rsulte imm&liatement que
eette suite tend uniformment sur .0+2" vers la solution du problme
de Diriehlet pour 2 et f, e. q. f. &

3. Mais le th.orme 2 a t6 dj employ6 sans d6monstration
dans ma Note antrieure off j’ai g(nralis6 le thorme de Leja"

Soit Fun ensemble erm6 et born6 eontenant une infinit6 de points,
et soit donn6e une fonetion r6elle f(z) eontinue sur eet ensemble.
Dsignons par 2 un paramtre rel nun hombre naturel. En dfsignant
par une seule lettre g n+l points diff6rents queleonques 0, G, .--,

de F, ormons les n+ 1 polynOmes de degr6 n clue voiei:

(z, 2, g)=L(z, g). e"ae% j=O, 1, ..., n,

Posons
,(z, 2; F)=min { max

e’est--dire, ,(z, 2;F) est la borne inf6rieure du plud grand des modules

1) On considre la solution du problme de Dirichlet dfinie contintment sur
9+ X, ce qui est possible car 9 est ragulier. Considrons dans la suite comme ceci la
solution du probldme de Dirichlet.

2) M. Inoue" Sur un proc&l pour construire la solution du problme de Dirichlet,
Proc. 14 (1938), 368-372.
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lorsque, z tant un point quelconque du plan, mais fixe, parcourt F.
Alors la suite /(P(z, ;F) tend dans le plan entier vers une fonc-

tion limite (z, ;F) et, si . :V 0 la fonction

log ((z, ; F)

est harmonique et rgulire en dehors de F.
Dans son article M. Leja a dmontr le suivant
F tant un inervalle ferm d’une dimension, les fonctions harmo-

1 log (z, ; F) tenden uniformmen$ vers f(z) sur F lorsque

(-O) tend vers zdro.
Dans la Note cite j’ai gnralis ce thorme comme ceei"
Soi$ F une courbe de Jordan simple et ferrule, et soit Dle domaine

limit par F. Alors les fonctions harmoniques I log (z, i; F) tendent

uniformment sur D +F vers la solution du problme de Dirichlet pour
D et

Mais ]e vais dire maintenant le
Th$orme 3. Soit D un domaine, de frontire F, dont la frontire

externe est une courbe de Jordan simple et fermde F, et soit donne
une fonction r$elle f(z) continue sur F. Dsignons par U(z) la solu-
tion du problme de Dirichlet pour le domaine limit par Fet avee la
distribution frontire f. Alors, si l’on a f(z) U(z) sur F, les fonc-
tions harmoniques 1__ log (z, ; F) tendent uniformdment vers U(z) sur

D+F lorsque (-O) tend vers zdro.
En effet, .on volt facilement pour z e D+F et 0 que

11 log ((z, it" F) -- log (P(z, 2" F)

lim 1 log (z, F)= U(z)
++o ,

D’autre part, le raisonnement employ dans ma Note prcit entraine
cette fois-ci, a l’aide de la condition: f(z) U(z) sur F, l’ingalit

1__ log (z, it; F) U(z)- pour 0 < < et tout z D+F.

D’oh l’on a enfin

lim __1 log (z, 2; F)= U(z),
,.-+0 .

la convergence tant uniforme sur D+F.) On aura le mme rsultat
quand on fait tendre (< 0) vers z(ro. Le thorme est ainsi tabli.

1) M. Leja: Sur une famille de fonctions harmoniques lis une fonction donne
dans un intervalle, Ann. de la Soc. Polon. de Math., 17 (1938).

2) Voir la note (1) au has de la page 180.
3) Voir pour tous les dtails ma Note prcite.


