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Die Geometrie des Integrals F(x, x, ..., x)dt.

Von Hitoshi HOMBU.

Mathematisches Institut, Kaiserliche Kyusyu Universit/it.

(Comm. by M. FUJIWARt,, M.I.A., March 12, 1940.)

1. In dieser Arbeit wollen wir die Geometrie des metrischen Raums,
in dem die Bogenl/inge einer Kurve durch ein vom Linienelement m-ter
Ordnung abh/ingiges Integral

(1) s= IF(x, x(D, ..., x())dt (x(=dx/dt)

gegeben ist, auf die Theorie der paths ,,1) begriinden. Wir fordern
dabei die Unabh/ingigkeit der Bogenl/inge von Parametrisierung der
Kurve; es gilt dann

(2) ,tF=F, IF= 0 fiir s 2 (oder fiir s= 2, 3),

und das Integral wird auch in der Form [(x, x, ..., x’)dz (x

=dx/dz, z:--x, a-1, 2, ..., n-1) geschrieben. Erstens hat A. Kawa-
guchi in der Mannigfaltigkeit der Linienelemente (2m-1)-ter Ordnung
ein ,,intrinsekes" Ubertragungsschema bestimmt,2) und der Verfasser
hat demnach in der Mannigfaltigkeit m-ter Ordnung anderes ber-
tragungsschema gesucht ([2], 4). Im folgenden wird die Mannigfaltig-
keit der Linienelemente X(), im Falle m 3, durch die der Kurvenele-
mente ) ersetzt.3)

2. Nach L. Berwald, H. V. Craig und J. L. Synge sind die
GrSssen, die aus F aufgebaut sind,

(-

(0/ m) fiir jede Z die Bestimmungszahlen eines Vektors.
jeder Transformation der Gruppe G()([3], (2))

Unter

(4)

o o
(r=l, 2, ..., m) transformiert sich der Eulersche Vektor E wie E(F)

0

=aE(’F), und die anderen Vektoren E bilden ein lineares System.
Man kann n/imlich leicht nach (2) beweisen

1) H. Hombu, [1] Die prejektive Theorie eines Systems der ,,paths" hSherer
Ordnung, I, Japanese Journ. Math., 15 (1938), 139-196 [2] II, Journ. Fac. Sc., Hokkaido
Imp. Univ., (I) 7 (1938), 35-94.

2) A. Kawaguchi, Theory of connections in a Kawaguchi space of higher order.
this Proc. 13 (1937), 237-240.

3) Ober verschiedene Begriffe und Stze vgl. H. Hombu, [3] Grundlage der Geo-
metric in der Mannigfaltigkeit der Kurvenelemente, this Proc. 16 (1940), 90-96.
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+s-1
(5) E (1 z)E, Z,E ("+2-) E fiir 2 s m-/+ 1

und daraus schliessen, dass die Vektoren E/F unter G2=) in ganz
derselben Weise wie die partiellen Ableitungen ,x einer invarianten
GrSsse f sich verhalten" E(’F)= 1]a. ,,a(a)E(F). Daher sind die

Vektoren

(6) =F- a dtq-
E(F) (z=l, 2,... m)

nach dem Fundamentalsatz ([3]) nur vom Kurvenelement abh/ingig.
Nun betrachten wir das System der Differentialgleichungen (2m

z)-ter Ordnung

(7) =0 (i= 1, 2, ..., n) oder

(7’) E 0 mit der Nebenbedingung F(x, X(1), ---, X(m)) 1,

wo Z= 0, 2, 3, oder m- 1 ist. Die n Gleichungen sind voneinander
abh/ingig, da E,(= -I’F ist. Nach der Oberlegung in [3] kann man
sagen, dass durch das System (7) eine projektive Klaase der Systeme
der paths" (2m-/)-ter 0rdnung gegeben ist. Da @ vonder Gestalt

/ 2 (2m@.= (- 1) ()F {j-x "/h}(8)

ist, wo

{9) f FF(,,,)(,,,)+ F(,,oF(,,o
m-#+l

so hat man nimlich unter der Voraussetzung, dass yer Rang von (f)
n-1 ist, aus (7) eine spezielle LSsung nach

(10) T:--x(-’)+H=O

w-r.Ts und ,@ 0 schliesst manAus @=(-., ,,,- .
" /1(1)/ " (%-)x(.---,+xx -!- P,x3IH =(2m-/)H J,H-da f(1)s=0 ist. Daher besitzt das System der paths" die Eigenschaft

/’, d.h. durch jedes Kurvenelement (2m-#- 1)-ter 0rdnung 1/iuft eine
.einzige Integralkurve des Systems ([2]). Fiir jede LSsung von (7) gilt

x(-+/+p(t)x(in 0. Sie gehSrt somit an einem mit (10) projektive
verwandten System der paths ", usw. Die Differentialgleichungen

0

2m-ter 0rdnung E=0 sind insbesondere die bekannten Euler-Lagran-

geschen, welche aus dem Variationsproblem hervortreten.

Andererseits sind alle oder nur eine von den Ringen der Matrizen

(j)(p=0, 2, ..., m-1) kleiner als n-l, d.h., wenn die R/inge fiir zwei
Werte von kleiner als n-1 sind, so sind auch fiir alle u. Wenn z. B.
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das Variations-problem des Integrals nicht singulir ist, so wird mindes-

tens durch =0 oder =0(m:k=3) eine projektive Klasse der paths"
gegeben im folgenden bezeichnen wir m+1 oder m+2 mit M.

3. Nach der projektiven Theorie der ,,paths" kSnnen wir aus
einer projektiven Klasse ein ausgezeichnetes System herausziehen ([2]).
Zunichst bilden wir nRmlich aus einem System der paths" x(M+H
=0 die M-2 Skalare

(11)

+ (u-l)! -,(_l).v.(M_u+v)!PM_,,+K.
M!

+ (u-1) -2

(-1)’(M-u+v+l) K.M! ,,=0

(2 u M- 1), wo Qqj, Rj, b/dt und Kq durch

Qj q (M-q+r) HM-q+r)j
q-1

sfr+l

q

Ko=l, ,(-1)(M-q+s)!Pu_q+.(,=O

(12)
M-3b f= fo.)xO,+l)j f(M_l)_/

dt =0

definiert sind. Unter einer projektiven Transformation der ,,paths"

H=H +px( transformiert sich der Skalar S_ wie S_=S_
(n- 1)(M+ 1)p, wihrend andere Skalare invariant sind" * =S*

(2 u M-2). Das System der paths"

(13) ----x(M+(C)x(M+H + M(M-1) ,. (’l)i 0
(n-- 1)(M+ 1)OM-I

das der projektiven Klasse angehSrt, ist nicht nur projektiv invariant,
sondern auch unter Koordinatentransformation invariant; wir nennen
dieses System ausgezeichnet. Nun in der Beziehungen

(14) &@=M@
(2 s_<_M- 1, 3M- O)

sind , s 2, 3, ..., M-2, projektiv invariante Skalare und zwar stimmen
bis auf einen numerischen Faktor mit S_, iiberein-

(15) !13. M(M- 1) (M_)S,_. (2 <_ s M-s).
(n- 1)(M- 1)

Da nach [2], (2.30)
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(16) j *--n.* (n-1)(M+l) fiir u s 1,S* fiir u>s+l,

=0 fiir u=s, =0 fiir u_<s-2

(2 u M-2, 2

_
s M- 1) sind, so ersieht man aus (14), (15), (16),

dass @, x(), S*x( sowie die Skalare S* je ein lineares System bilden.
Z. B. transformieren sich diese Skalare wie

(17) a"S* _-’ *g_,(a )S +r(a),

wo die rationalen Funktionen 7(y) sich bestimmen aus

(18) Ir r, J.r 0, ’r/ (M- 1)(M/ 1) .fl_(y-i)=0
s(s- 1)

(3<=s_<_r+l).

Aus (13)kann man nach der affinen Theorie der paths ‘‘’) ein
Obertragungsschema in der X(-) herleiten, dessen kovarianten Dif-
ferential eines Vektors und Grundiibertragungen vonder Gestalt

(19 a)

(19 b)

Dv’=dv q- F(d)v l(d) DqSj (( I-HM_x)),
M

x(q)= (Mq)-’D_q’ dx(q)-t-q
sind, wo die Operation D durch Df=Y2,()f(dx-) definiert ist. Da

3=Df=D(f)-(++)D+_,f ist, so kann man nach (14) sehen, dass
Fj(d) bzw. x(q) zusammen mit anderen Pfaffschen Ausdriicken und
den GrSssen ein lineares System bildet.

4. Setzt man nun

(20) /F, F-- dt,,-

so verhalten die Skalare F, F2, ..., FM- sich bei der Transformation
(4) ganz wie die gewShnlichen totalen Ableitungen F, dF/dt,...,
dM-2F/dtM-. Unter Beriicksichtigung von trdt-f=--z1f+-[f

b b/
-d "f+’-’f PJM-,f und (2), kann man n/imlich

(21) JF=(’)P’-’+’ (1 __< u_<_ M-1)

1) Siehe A. Kawaguchi und H. Hombu, Die Geometrie des Systems der partiellen
Differentialgleichungen, Journ. Fac. Sc., Hokkaido Imp. Univ., (I) 6 (1937), 21-62;
Kap. II.
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beweisen (vgl. [3]). Die Skalare sind mittels des Systems der paths"
(H) gebildet (vgl. (12)). Wenn auch das System durch ein projektiv

verwandte System (H) ersetzt wird, bleiben sie unverndert, da

f= b [lM_lf ist. Definiert man die GrSssen X") durch
dt --df-

(22) x(’’=a.(Fq)X) oder X( q,;(Fq)x()
s=-I

so sind sie nach [3] Bestimmungszahlen eines (unter (4)) invarianten
Linienelements, das mit dem urspriinglichen demselben Kurvenelement
angehSrt (ausgezeichnet). Ersetzt man in einer GrSsse f() bzw. einer
Differentialform P(z, dz) das Linienelement z durch X, so hat
man eine neue invariante GrSsse bzw. Differentialform" f(x)
=f(X(), P(d)=P(X, dXq). Und, wenn f(z) bzw. P(z, dz)
einem linearen System angehSrt, so lisst sich f bzw. P(d) durch die
Glieder des linearen Systems linear ausdriicken. Mittels des Uber-
tragungsschemas (19) kann man nun in der M- ein neues Uber-
tragungsschema definieren

(23 a)

(23 b)

Dv=dv’+ o,j(d)v

Da /’j(d) einem linearen System angehSrt, so kann man nach der
Methode in [3] den Pfaffschen Ausdruck ,j(d) in die Form schreiben

(24)

M-1 1 M-2

,,}(d) __F-(D(}---x().u_ L,(Fq)D(M_D}

1
M

/(M- 1)A}d log F,

wo die Funktionen L,(yq) und M(yq) durch den Algorithmus

(25)

" 0M-3)r-(M-u-2)]y L_,+

u! " (M--I)
M! s! --- (u-s-+1)!

yU-,-,,+1L, 0

sich bestimmen-und

m-1

1) Ein anderes System der Grundiibertragungen kann aus D{Dr(F
mittels eines fundamentalen Tensors gj definiert werden.
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M-2
(26) Q=? u! L(Fq)(_)

ist. bX(q)i wird in die Gestalt geschrieben-

M
(27) bx(- (M)-’F-{,(M)a(Fq)6x(-’-3FIQdx-x(z)C)_(d)}

--1

M
(Q ,u L(Fq)) oder

(27’)
r-0

(vgl. [3], (34)). Somit werden die kovarianten Ableitungen eines belie-
bigen Vektors definiert und man kann in iiblicher Weise verschiedene
Invarianten der iti-) (Kriimmungs- und Torsionsgr6ssen, usw.)be-
rechnen.

m--1

Wenn wir die Differentialgleichungen =0 zugrundelegen k6nnen
(M=m+l), so hingt das Ubertragungsschema (23a, b) im allgemeinen
(m 6) yon Fund deren Ableitungen bis zur m-ten Ordnung ab.

5. In der zitierten Arbeit-hat A. Kawaguchi mittels des invarianten

Vektors einen vom Element (2m-1)-ter Ordnung abhingigen ko-
varianten Tensor zweiter Stufe hergeleitet. Wenn ein kovarianter
Vektor V in der ) unter G) invariant ist und iiberdies V,(=F
geniigt, so wird in gleicher Weise ein anderer Tensor mit nicht-ver-
schwindender Determinante

(28) F._,F, +/- m-I_F._..F(.)F(.)+ VVgij m)i(m)jT
2

definiert. Als der Vektor V kann man wihlen"

(i) denjenigen Vektor -, der sich aus durch Ersetzung
von b/dt ergibt

(29)

ist"

(M-1)(M- 2) T {M-(ii) den Vektor (--i)Mi

(30) o-.FS*Ti-FM-2 ] :1 i (M-1);
M-2 2.<_s<M-2

usw. Die Vektoren , T sind durch die Ableitungen von F bis zur
M-2

m- bzw. (m-2)-ten Ordnung gebildet. Eine bertragung

(32) ’Ev=dv
O<r

heisst in bezug auf den fundamentalen Tensor g metrisch, wenn sein
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kovariante Differential identisch verschwindet (,, connexion euclidienne ")"

(33) ’Dg-"dg,-M(d)g-M(d)g-0

Wir kSnnen solche nur unter Zugrundlegung eines Systems der Grund-
iibertragungen

(34)

gewinnen, wie folgt. Wir bemerken zunichst, dass ein invarianter
Pfaffscher Ausdruck 9(d) mit Hilfe von ’8<q eindeutig in die Gestalt
,@(d)=,9d<)=,9*’< zerlegt wird. Setzt man also dg-
,’g ’(, Mj(d) ].* ), wo

so folgt aus (33)

oder [//,]7 + [jl, i]* =’,g, [//,] M.g.

Unter der Zusatzbedingung, dass der Aflinor Mh *-M=., verschwindend
ist, erhRlt man sofort die erweiterten Christoffelschen Symbole

(36)

und daher

d g x(aT) M()= b’k, ]*

Die Ibertragung heisst dann metrisch und symmetrisch.)

1) S. Hokari, Eine symmetrische, metrische 0bertragung im Kawaguchischen
Raume der Ordnung zwei, Japanese Jourr Matl, 15 (1938), 129-137.


