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Gemeinsame Behandlungsweise tier elliptischen
Laguerreschen, hyperbolischen Laguerreschen

und parabolischen Laguerreschen
Differentialgeometrien, 2".

Von Tsurusaburo TAKASU.
Mathematisches Institut der Tohoku Kaiserlichen Universitit, Sendai.

(Comm. by M. FUJIWARA, M.I.A., Oct. 11, 1941.)

1. Einleiung. Im ersten Abschnitt> habe ich eine gemeinsame
Behandlungsweise der elliptischen Laguerreschen, hyperbolischen Laguer-
reschen und parabolischen Laguerreschen Differentialgeometrien des
Falles
des orientierten der orientierten

Kreises Hyperbel

(x a)- (my mb) r

ni

i= 1

sowie des Falles
der orientierten Kugel des orientierten

Hyperboloides

der orientierten
Parabel

(= +/- ),
m p Infinitesimale,

p=0

des orientierten
Paraboloides

(= +/-1),
e= :i:l

n p Infinitesimale,
p=0

mitgeteilt. Im Folgenden mSchte ich die genannten Geometrie zum
Falle der allgemeinsten hnlichen und hnlich gelegenen Kegelschnitte
und Konikoide verallgemeinern.

2. j-Laguerresche Geometrie in der Ebene. Im Folgenden werden
diejenigen N.E. parabolischen Geometrien, welche ich in der letzten
Abhandlung) eingefiihrt habe, zu Grunde gelegt. Dabei war die Formel
filr das Quadrat des Abstandes folgendes

(x- x’) + ,(x x’) (y- y’) Z(y y,)2.

Verwandelt man die Gleichung

(1) (x-a)2+(x-a)(y-b)-(y-b)2={(x-a)+(y-b)}
,+4Z (y_bP=er (= +_1)

4

1) Dieses Stfick gehSrt zur Reihe von Untersuchungen, welche finanziell vom
Unterrichtsministerium unterstfitzt sind.

2) Proc. 16 (1940), 346.
3) Proc. 17 (1941), 330, Nr. 3. Dabei spielten die biniren komplexen Zahlen

z=x/jy, (j=z+j; p,,x,y" reelle Zahlen)wichtige Rolle.
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einer

Ellipse Hyperbel

in Tangentialgleichung, so erhglt man

Parabel

(2)

wo

ist.

2(x-a)+,(y-b) a+ ,(x-a)-2/(y-b) b- P’-’v’Yr
2/-i-r

p= (2a+ ,b) (x-a) (2/b- ,a) (y- b) +r

Setzt man
y-bu= /r u=i u P

und

[4]) a+
2

so wird (2) zu"

[5]

wobei nach (1) ist:

[6]

(u)=O, (:=1),

Die entsprechende Geometrie mSchte ich die j-Laguerresche
metrie in der Ebene nennen.

Die Fundamentalinvariante in dieser Geometrie ist

Veo-

4) Im Falle, dass V’+4z--p=Infinitesimale ist, wird (1) zu:

{(x--a)--(y-b +b-b)}- P-P (y-’b)-r=O
do ho

welche etwa in
---(b’-b)+ b(y-b*)+ bb’- b-r--O

iibergehen muss. Durch Vergleichung der Koeffizienten von (x-a), (y-b) usw. yon

den beiden letzten Gleichungen erhalten wir" --8d=p2b, (b*-b)=4dm und 2(b*--b)
+-bb*-p-4 b-r--O. Aus den beiden ersten folgt m=2(b*--b)/p2b. Also erhilt

man {(x-a)---(y-b’)}-4d { 2(b’-b) (x-a)+ (y-b’)}=0pb

r/r=-/(b-b)+p(2bb-b) ist. [4] wird jetzt zu"worin

1
4d 8pd ia-- p--i-, .=-a+-, =-/3(b’-b)+p(2bb’--b.), ,=1.
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[7]) (-)+,(-)(e--)-(-L)+(-)

3. j-Laguerresche Geometrie im Raume. Verwandelt man die
Gleichung

[8] Z(x-a)-(x-a)(y-b)-(y-b)-2(z-c)W.(y-b)(z-c)

+(z-c) (x- a) r
in Tangentiatgleichung, so erhlt man"

(9) 2Z(x-a)-(y-b)Wv(z-c) -(x-a)-2(y-b)+.(z-c) b

worin

[o]

q- r(x-a)-t-n(Y-b)-2(z-C).c-P=V/e r,

2-e r
[( 2ala q- b" cr) (x a) -t- (,a+ 2b nc) (y-b)

+ ra nb+ 2c) (z- c)]
gesetzt ist.

Setzt man welter

[11] u-- V-it
und

[12]6)

y-b z-c=/ u= /[r" u=i, u=-P

$=/aa- --bq- r--c,
2 2

r--a+ ----b- 2c,
2 2

2 --a b+ --c
2 2

5) Im Falle v/+4z=p=Infinitesimale wird [7] zu {a-c---p-i-(d-)}4d

+ p ] p ]

6) Im Falle, dass [8] ein Paraloid z(x-a/)-(x-a/)(y--b)-(y-b)Z-2(z-c)

Dann wird [12J zu"
r r 2d

$=2d+ za 2
b
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so wird (9) zu:

[13] (u):O, (-- 1),
wobei nach [8] ist:

[14] Zu- ,ttlU.- u-u+u.u+ uau+u]=O.

Die entsprechende Geometrie mSchte ich j-Laguerresche
in Raume nennen.

Die Fundamentalinvariante in dieser Geometrie ist"

Geometrie

[15]7)

4. Algebraische j-Laguerresche GeomeSrie und j-Laguerresche Dif-
ferentialgeometrie. Die algebraische j-Laguerresche Geometrie /asst sich
parallel zur gewShnlichen algebraischen Geometrie im Buch"

J.L. Coolidge, A Treatise on the Circle and the Sphere, (1916)
entwickeln.

Die j-Laguerresche DifferentialgeomeSrie /ass sich parallel zur ge-
wShnlichen Laguerreschen Differen$ialgeometrie im Buch"

T. Takasu, Differentialgeometrien in den KugelrKumen. Band II.
Laguerresche Differentialkugelgeometrie. (1939)
entwickeln.

7) Im Falle, dass [8] ein Paraboloid #(x-a)-(x-a) (y-b)-(y-b).-k(z-c)

{ -c)} 0ist, wird [15] zu+x(y-b)(z-c)+r(z-c)(x-a’)-4d (m-a)---z(y-b)+-2p(z

-(d-ff)--,- +-1-{--,- -,--,+-c}-{-,+,-,+-,--}+->--,-,,--+- }
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5. Herleitung einer neuen parabolischen Geometrie. Adjungiert
man zum j-Laguerresche Raume den linearen

Ellipsoiden- Hyperboloiden- Paraboloiden-
komplex -0, so geht jedes

Ellipsoid Hyperboloid Paraboloid

in einen Kegel mit dem Scheitel (a, b, c) fiber und die Gleichung [13]
wird zU

()-P=0,

wobei nach [14]

ist. Also geht der j-Laguerresche Raum in einen parabolischen Raum
fiber, in welchem das Winkelmass
elliptisch hyperbolisch parabolisch

ist.
Entsprechendes gilt auch fiir die Ebene.

Berichtung zum I. Abschnitt"
Seite Linie fiir lies
347 Fussnote (z-c). (z--c)
348 4 R5 R

34 (x-a)=4d y-- (y-b)+e(z-c)--4d x--
od. (y-b) +e(z-c)--O


