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68. Uber das System aller stetigen Funktionen
auf einem topologischen Raum.

Von Hidegord NAKANO.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University, Tokyo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., Oct. 11, 1941.)

Das System aller reellen stetigen Funktionen © auf einem topo-
logischen Raum R bildet einen sogenannten Verband durch die Ordnung :
fx)=g(x) fiar alle xeR. Fiir endlich viele beliebige Funktionen
fi@), ..., folx) e S gibt es daher eine derartige Funktion ¢(x), ndmlich
p(@)=Minfi(x), dass ¢@) < fix) und @) = h(x) fur jede stetige

Funktion A(x) < fi(x) (¢=1,2,...,m). Fir unendlich viele Funktionen
gibt es aber nicht immer solche Funktion. Nun betrachten wir zwei
Bedingungen iiber &, sogenannt ,, completeness “ und ,, s-completeness ““:

A) Fir beliebig unendlich viele, stetige Funktionen f,(x) = 0 gibt
es eine stetige Funktion ¢(x), bezeichnet mit N f(x), fir die ¢(x) < f,(x)

und ¢(x) = Mx) fiur jede stetige Funktion h(x) < f(x) (fiir alle o) gilt.
B) Fir abzihlbar unendlich viele stetige Funktionen fi(x) =0 gibt
es eine stetige Funktion ¢(x), bezeichnet mit /\ fi(x), fir die o(x) < fi(x)

und ¢(x) = Wzx) fir jede stetige Funktion &(x) < fix) (1=1,2,...) gilt.

Ziel dieser Abhandlung ist zu untersuchen, welche topologische
Eigenschaft R haben soll, damit © der Bedingung A) oder B) geniigt.

Eine abgeschlossene Punktmenge heisst reguldr abgeschlossen, falls
sie die abgeschlossene Hiille einer offenen Punktmenge ist. Eine ab-
geschlossene Punktmenge heisst o-reguliir abgeschlossen, falls sie die
abgeschlossene Hiille einer zu F', gehorigen offenen Punktmenge ist.
Hierbei ist F, das System aller Punktmengen, welche Vereinigungen
von hochstens abzéhlbar unendlich vielen abgeschlossenen Punktmengen
sind.

Entsprechend A) oder B), betrachten wir als topologische Eigen-
schaften von R

A’)  Alle regular abgeschlossenen Punktmengen sind auch offen.

B’) Alle s-regulir abgeschlossenen Punktmengen sind auch offen.

Wir wollen beweisen, dass A’) oder B’) bzw. fiir A) oder B) hin-
reichend ist, dass A’) fiir A) notwendig ist, falls R vollstimdig reguldr®
st, und dass B') fiir B) notwendig ist, falls B normal® ist.

Satz 1. Wenn ein topologischer Raum R von der Eigenschaft A’)
st, so geniigt das System & aller stetigen Funktionen auf R der Be-
dingung A).

Beweis. Es sei eine Menge von Funktionen fix) =0 in €. Da
fi(x) stetig in R ist, so ist die Punktmenge F[x; fi(x) <<a] offen fiir
jede Zahl a. Setzt man
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Ea=2_ E[QG ) f:l,(w) <(Z] ’
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so ist E, auch offen. Dann ist die abgeschlossene Hille E, nach Vor-
aussetzung auch offen, und es gilt E, < E; fir «<<p, und hm E,=R.

Fur jeden Punkt xe R gibt es eine derartige positive Zahl a, dass
fiir jede positive Zahl ¢ stets x e E,.. aber €K, . ist, oder x gehort
sonst zu E0=lin3 E,. Nun definieren wir die Funktion ¢(x) durch

a->

a im ersten Falle
(@) )
0 im zweiten Falle.
Dann ist deutlich ¢(x) = 0 und
Elx; o)< a]=§E',,«e
Elz; ¢lo) S =11 Eye.

Da E, abgeschlossen und sogar offen ist, ist o(x) stetig.
Es gilt fir jede positive Zahl e

Elx; o) <d =§0Ea_e > Elx; file) <a—el,
und fiir e —0 erhilt man
Elx; o(x) <al 2 Elx; filx) <<d.

Daher ist ¢(x) < fi(x) fur alle 4.
Es sei eine stetige Funktion A(x) < f;(x) fiir alle 2. Dann gilt fir
jede Zahl « und positive Zahl ¢

Elx; hz)<<a—e]l D Elx; filx) <<a—e].

Hieraus folgt Elx; hx) <a—el > E,... Da Elx; hix) < a—e] abge-
schlossen ist, gilt auch

Elx; Mz) La—el D> E,.,
und folglich, wegen El[x; hix) <<al > Elx; W) Za—e],
Elx; h(x) <<d] D%E’ =Ex; olx)<<d].

Daher gilt i(x) < ¢(x) in R, womit die Behauptung bewiesen ist.

Satz 2. Wenn ein topologischer Raum R von der Eigenschaft B’)
ist, so geniigt das System © aller stetigen Funktionen auf R der Be-
dingung B).

Beweis. Im obigen Beweis gehort Elx; fix) <<a] zu F,, da

Elx; filw) < a]=§1E'|:x  Fl) < a_%]

ist. Wenn fi(x) abzahlbar unendlich viel ist, so gehort die offene Punkt-
menge E, auch zu F,. Daher ist nach B’) die abgeschlossene Hille
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E, auch offen. Dann kann man den Beweis des Satzes 1 ohne weiters
auf Satz 2 anwenden.

Satz 8. Wenn das System S aller stetigen Funktionen auf einem
vollstindig reguliren Raum R der Bedingung A) gewiigt, so muss R
von der Eigenschaft A’) sein.

Beweis. G sei eine beliebige offene Punktmenge in B. Da R voll-
standig regular ist, gibt es fir jeden Punkt ye G eine derartige stetige
Funktion f,(x), dass f,(¥)=0, f,(x)=1 in R—G, und 0=f,(x) <1 in
R ist. Da & der Bedingung A) genigt, gibt es dann die stetige Funk-
tion ¢(x)= /\ny(w). Dann muss offenbar ¢(x)=0 in G. Nach Stetig-

ye

keit gilt auch ¢(x)=0 in der abgeschlossenen Hiille G.

Da fiir jede stetige Funktion h.(x), die h(2)=1 fiir einen bestimmten
Punkt 2ze R—G, h(x)=0 in G, und 0 < h (x) <1 in R geniigt, wegen
ho(x) < f,(x) fir alle ye G, o(x) = h(x) sein soll, so muss ¢(z) =1 sein.
Da 2z beliebig in R—G sein mag, erhilt man ¢(x)=1 in R—G. Daher
ist die stetige Funktion ¢(x) nicht anders als die charakteristische Funk-
tion der Punktmenge R—G. Folglich ist G abgeschlossen und offen,
w. z. b. w.

Satz 4. Wenn das System & aller stetigen Funktionen auf einem
normalen Roum R der Bedingung B) geniigt, so muss R von der Eigen-
schaft B') sein.

Beweis. Es sei eine offene Punktmenge G, welche zu F, gehort, d.h.

G=2Fi fiir hochstens abzdhlbar unendlich viele abgeschlossene Punkt-

mengen F;. Da R normal ist, gibt es eine derartige stetige Funktion
fdx), dass fi(x)=0 in F} fi(x)=1 in R—@G, und 0 < fi(x) <1 in R®.
Wenn & der Bedingung B) geniigt, so gibt es ¢(®)=/ fi(x). Dann

?
kann man aus dem Beweis des Satzes 3 sofort schliessen, dass die ab-

geschlossene Hillle G offen ist. Daher ist R von der Eigenschaft B).

Zuletzt wollen wir einen normalen Raum R angeben, der von der
Eigenschaft B’) aber nicht A’) ist.

Es sei eine Menge R, deren Méchtigkeit grosser als ¥, ist. Elemente
in R seien isolierte Punkte bis auf ein einziges Element, das man mit
o bezeichnet. Teilmengen, die bis auf hochstens abzdhlbar unendlich
viele, von oo verschiedene, Elemente mit der ganzen Menge R tber-
einstimmen, seien Umgebungen von co. Dann ist R ein normaler Raum.
Dieser Raum ist offenbar von der Eigenschaft B’) aber nicht A’) : wenn
man R in zwei Teilmengen R;(5 ), R, zerlegt, deren Maichtigkeiten
beide grosser als ¥, sind, so ist R; reguldr abgeschlossen aber nicht
offen.

3) Vgl 2).



