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118. Zur projektiven Theorie der Bahnkurven
dritter Ordnung.

Von Hitoshi HOMBU und Misao MIKAMI.
Kyusyu Teikoku-Daigaku und Hukuoka Koto-Gakko.

(Comm. by M. FUZIWARA, M.I.A., Dec. 12, 1942.)

1. In einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit wird ein System der
paths" (oder Bahnkurven) 3-ter Ordnung durch ein System der Dif-

ferentialgleichungen 3-ter Ordnung

(1) ()q- H(t, 0, (I), X(2)) 0 (i 1, 2, ..., n)
(x(’)=dx/dt) gegeben. Vor kurzem hat einer von uns eine Be-
griindung der projektiven Theorie der ,,paths", die mit einer merk-
wiirdigen Eigenschaft I" ausgestattet sind, gegeben). Um diese Eigen-
schaft kurz zu erlutern, beachten wir vorerst den Unterschied zwischen
dem Linien- und dem Kurvenelement. Durch Angabe einer beliebigen
Parametrisierung t auf einer Kurve sind die GrSssen x,x(), ...,()
Bestimmungszahlen des Linienelements m-ter Ordnung der Kurve,
wihrend das Kurvenelement durch die Ableitungen in einer Ko-
ordinate z

dx dx dx (a 1 2,..., n- 1)x% dz’ d’’’’’ dz
bestimmt wird. Ein Linienelement einer gewissen Ordnung bestimmt
einziges Kurvenelement derselben Ordnung, abet einem Kurvenelement
sind unendlichviele Linienelemente zugehSrig. Da jedes System eines
Linienelements 2-ter Ordnung und eines Anfangswerts des Parameters
t eine Bahnkurve des Systems (1) bestimmt, so laufen durch ein Kurvem
element 2-ter Ordnung unendlichviele Bahnkurven. Wenn alle diese
Kurven bis auf Parametrisierung stets iibereinanderliegen, so sagt man,
dass das System (1) die Eigenschaft F besitzt. Dafiir ist es notwendig
und hinreichend, dass die Beziehungen yon der Form bestehen"

(2) VH p0x(D
wo
() 3f=f(x)(D+2f()() f=f()()

(f(,.)=f/Ox(’)) sind. Und das System der Bahnkurven (1) stimmt dann
mit dem System aller Integralkurven eines Differentialgleichungssystem
--assoziertes System--yon der Gestalt

d(4)
d "t-f’ x’ z dx dx )dz dz

0 (,, 1, 2, ..., n- 1)

iiberein.

1) H. Hombu, Die projektive Theorie eines Systems der paths" hSherer Ordnung
I, Japanese Journ. of Math., 15 (1938), 139-196; II, Journ. Fac. Sc., Hokkaid5 Imp
Univ., (I) 7 (1938), 35-94.
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2. Wenn zwei Systeme (1) und x<x+=0 zu demselben as-
sozierten System gehSren, heissen sie projektiv verwandt. Dabei sind
H und H mit der folgenden Beziehung verkniipft"

(5) H=H +
wo eine gewisse Funktion von tund dem Linienelement ist, und umge-
kehrt. Wir haben friiher gezeigt, dass unter allen miteinander projektiv
verwandten Systemen oder einer projektiven Klasse der Systeme der
Bahnkurven ein eindeutig bestimmtes System (das ausgezeichnete System)
gibt, das unter jeder projektiven Transformation (5) invariant bleibt.
Somit kSnnen wir ein projektiv invariantes bertragungsschema un-
mittelbar aus diesem ausgezeichneten System herleiten. Zur Bildung
der Obertragungsparameter und des kovarianten Differentials benutzen
wir dabei die Ableitungen der Funktionen H bis zur 4-ten bzw. 3-ten
Ordnung. In dieser Arbeit mSchten wir, falls die Dimensionszahl des
Raumes grSsser als 2 ist, eine andere projektiv invariante Ubertragung
herleiten, die aus den Ableitungen niedrigerer Ordnung gebildet wird.
Der Versuch beruht auf den projektiven Eigenschaften verschiedener
TorsionsgrSssen in der affinen Theorie. Um die Rechnung etnfach
durchzufiihren, wollen wir nur die Systeme der Bahnkurven mit ver-
schwindenden Po, P, P, in Betracht ziehen. Das wird dadurch gerecht-
fertigt, dass ein beliebig vorgegebenes System mit nicht verschwindenden
P, stets mit den Systemen mit verschwindenden PC projektiv verwandt ist.
Aber bei dieser berlegun’g ist es nicht immer so leicht, die vorbesagte
Erniederung der Ordnung der gebrauchten Ableitungen einzusehen. Die
ausfiihrliche Unersuchung mSchten wir bald bei anderer Gelegenheit
verSffentlichen.

3. In der affinen Theorie der ,, paths" haben wir das kovariante
Differential Dv eines Vektors v, das System der Grundiibertragungen
xm, x(, und die kovarianten Ableitungen ()’-, )v, )v folgender-
massen erklirt)

(6) Dv =dv + r],vdx(’)"
--0

(7)

(8)

WO

(9)

(10)

1) A. Kawaguchi und H. Hombu, Die Geometrie des Systems der partiellen Dif-
ferentialgleichungen, Journ. Fac. Sc., Hokkaid5 Imp. Univ., (I) 6 (1937), 21-62, ins-
besondere Kap. 2.
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2
(q)v(11) -(q)

_
.,(s)kU(s)l

s=q+l

sind. Die Parameter des kovarianten Differentials lassen sich in wohl-
bekannter Weise ableiten aus den Parametern einer liebigen kovariann
Ableitung lngs der Kurve, zwar in diesem Falle aus den Kosambischen
Parametern G:

Von den TorsionsgrSssen dieser Urtragung ziehen wir im fol-
genden die fdgenden drei in Betracht:

1

(13)

k /(2) H)k

Durch Uberschiebung mit x() entsteht aus (11)

da Rx(D= -x(-), R(?)(rV=H sind.
4. Der Einfachheit halber wollen wir statt der projektiven Trans-

formation (5) die Transformation

(15) H() H
einfiihren. Der Parameter nimmt beliebige Werte im Interval [0,1]
an, und der Weft =0 entspricht dem urspriinglichen System (H9 und
der Wert =1 dem transformierten (H). Aus (15) ergibt sich sofort

H()=px<l)

3] ist nichts anderes als der Operator der infinitesimalen projektiven

Transformation. Dafiir, dass alle Funktionen P,(e) des Systems (H())
verschwinden, muss die Gleichungen

d2p’- 0Op=O dp=2p

Nun kShnen wir beweisen

(1(;)

erfiillen.

(17)
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wo f eine nicht nur von Linienelement sondern auch yon e abhngige
Funktion ist. Z.B. unter Beriicksichtigung der Linearitit des Operators
(o)r rechnen wit nach (11), (15)kJ

\

Im folgenden untersuchen wir die projektive Eigenschaft der-
jenigen Vektoren, welche sich aus den TorsionsgrSssen (13)durch Uber-
schiebung ergeben.

(i) Wir setzen erstens

(18)

dann erhalten wit nach (13), (16)

v(19)

Dies besagt, dass S bei beliebiger projektiver Transformation invariant
1

bleibt, d.h. 1S=S.
(ii) Setzen wir zweitens

c,(()(o)(20) S o

so haben wir

(21) 6--S -(n-2)(2), oder bei Integration 6=6S-(n-2)p(m.
2 2

da nach (15), (16), (17)

ist.
(iii) Schliesslich rechnen wir

2
vl zz(1)k Vk V

und fiir die GrSsse
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erreichen wir die Beziehung

(0)() __2H, 2)(22) 6-:- ()= (),()- (n -(D

Durch Uberschiebung des letzten Ausdrucks mit x), haben wir nach
(14)

; r,O)l) x(1) -4(n- 1)o.Dk (2), /

Wie wir schon bemerkt haben), kennen wir dass

(23) o () =-6-HiD--’() ()
6 dt

ist. Daher gewinnen wir die Beziehung

(24) 3---S()=-(n-1), oder bei Integration 3=3S-(n-1),

welche wir in voriger Untersuchung zweckmssig benutzt haben.
Nimlich mit Riicksicht auf die projektive Transformation (5)oder (15’)
finden wir das sogenannte ,,ausgezeichnete" System der im Betracht
kommenden projektiven Klasse)

[I] x()+$_=x()+H+ 3 Sx(D= O.
-1

Ferner, da der Koeffizient von p in (22) nach (i) projektiv invariant
ist, erhalten wir fiir die GrSsse

(25) S--S()a) 1 (0)(1)
k /(2)" ,)-k l(0)

n-1
die Beziehung

(26) 6---S (n- 2)’)p, 6=6S- (n- 2)’)p.

5. Nun mit Hilfe von S, S und S kSnnen wir aus dem l:lber-
2 3

tragungsschema in 3 ein projektiv invariantes Schema herleiten. Da
fiir die Parameter Gj der Kosambischen Ableitung (12)

gilt, so ist die GrSsse

[II]

nach (21) projektiv invariant. Damit kSnnen wir, ganz analog wie das
kovariante Differential in 3 mit Hilfe von G definiert ist (vgl. (12)),
das invariante Differential definieren"

1) H. Hombu, a.a.O.
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[iii] D*v=dv’+. lIvdx(’
u0 u

WO
IIj (+ 1)(-,+,, (u=0, 1)

ist.
Nehst erkennen wit nach (17), (21), (24), (2), dass die Operatoren

[IV]

projektiv invariant sind, und sie ferner dem projektiv invarianten, ko-
varianten Differential des Elements

Somit mSgen wir verschiedene kovariante Ableitungen e(q)v, die bei
proektiver Transformation (5) invariant bleiben, durch

2
D’d=’, ’(q)v *z(q)

q’-O

definieren. Da nach (7), IV]

(27) dx(1)i 3"X(1)i
g(1)" to
f’(0),4, (1)jf*i(0) ____. g(1)0)+2n

_
Sc(1)i

ist, erhalten wir durch Ersetzung von d#) in [III] und Vergleich mit
(27) die Forme]

[VI]
(q=0, 1),

wo Bestimmungszahlen eines Affinors sind und 1-17"{=o H-o
r n,to) gewShnliche lbertragungsparameter.g(1)k

Letztens erw,hnen wit die folgenden Formel

(28)
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(29)

woraus wir das Verhalten der GrSssen ]-[*{ und der Operatoren ,
q

unter Parametertransformationen schliessen kSnnen).

1) H. Hombu, Neue BegrSndung der Geometrie des Integrals s= _F(x,x(D, ...,xon))dt
auf die projektive Theorie der ,,Paths", Mem. Fac. Sc., Kyfisyfi Imp. Univ., (A)1
(1940), IV.


