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29. Die Theorie der Klassenkorper im Kleinen
iiber diskret perfekten Korpern. III.

Von Tadasi NAKAYAMA
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Universitat zu Nagoya.

Mikao MORIYA.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Universitit zu Sapporo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., March 12, 1943.)

AnschlieBend an die vorangehende Note" beweisen wir in der vor-
liegenden den Existenzsatz der Klassenkorper tiber einem diskret per-
fekten Korper k, welcher wieder die im Anfang der vorangehende Note
aufgestellten Eigenschaften besitzt.

1. Wir betrachten zundchst iiber % alle endlichen separablen
abelschen Erweiterungen und bezeichnen das Kompositum aller solchen
Erweitungen durch L. Bekanntlich ist L eine separable abelsche Er-
weiterung iiber %, und jeder endliche Teilkérper von Ljk (d. h. ein
Teilkorper von L, dessen Grad nach k endlich ist) ist stets uber k&
abelsch. Nun ordnen wir einem beliebigen endlichen Teilkorper K, von
L[k ein Element a, aus k durch die folgende Vorschrift zu:

Ist K, T Kp <L, so ist stets

(aBY Kﬁ/k) - (aay Ka/k) ’

d.h. der durch das Normenrestsymbol (az Kg/k) bestimmte Automor-
phismus von Kp/k induziert den durch (a,, K,/k) definierten Automor-
phismus von K, /k¥. Wir bezeichnen nun das aus den eben angegebenen
Elementen a, entstehende System {a,} durch a und nennen a, die K,-
Komponente von a. Ferner bezeichnen wir die Gesamtheit aller a={a,}
mit 2.

Die Elemente a und b6 aus U heiBen einander gleich, wenn in jedem
endlichen Teilkérper K, von L[k durch die K,-Komponente a, von a
und b, von b stets ein und dasselbe Normenrestsymbol definiert wird :

(aar Ka/k) = (bw Ka/k) .

GemiB einer Eigenschaft der Normenrestsymbole gehért {a,b.} auch
zu ¥, wenn K, alle endlichen Teilkorper von L[k durchliuft. Wir
definieren daher {a,b,} als das Produkt von a mit b und bezeichnen es
mit ab. Offenbar bildet A eine multiplikative abelsche Gruppe.

Wenn insbesondere zu einem Element a aus U ein solches Element
a aus k existiert, daB fir jeden endlichen Teilkorper K, von L[k stets
(e, K,[k)=(a, K,/k) gilt, so bezeichnen wir a auch schlechthin mit a.
Selbstverstindlich konnen dabei verschiedene Elemente aus k als
Elemente aus A gleich sein. Bezeichnet man nun mit N den Durch-
schnitt der Normgruppen H(K,, k) aller endlichen Teilkorper K, von

1), 2) T. Nakayama und M. Moriya, Zur Theorie der Normenrestsymbole iiber
diskret perfekten Korpern.
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L/%, so sind die Elemente aus einer Restklasse der Gruppe A aller von
Null verschiedenen Elemente aus & nach N in U einander gleich, aber
je zwei Elemente aus den verschiedenen Restklassen nach N sind in 2
stets verschieden. Wenn man also in einer Untergruppe H aus A die
Gleichheit zwischen den Elementen wie oben definiert, so entsteht aus
H eine Untergruppe H* von 2. Die Gruppe, welche aus A auf obige
Weise entsteht, bezeichnen wir im weiteren stets durch 4™,

2. Einfiilhrung der Topologie in 2 und A.

Es sei a ein Element aus A. Ist dann K, ein beliebiger endlicher
Teilkorper von L[k, so nennen wir die Gesamtheit U(q, K,) aller
Elemente aus %, deren K,-Komponenten mit der K,-Komponente a,
von a zusammen ein und dasselbe Normenrestsymbol (a,, K,/k) definieren,
eine Umgebung von a.

Ist nun Kj ein K, enthaltender, endlicher Teilkorper von Ljk, so
schlieBt man leicht aus einer Eigenschaft der Normenrestsymbole, daf3
die Umgebung Uf(a, Kg) von a stets in Uf(a, K,) enthalten ist. Hier-
aus schlieBt man ohne Schwierigkeit, daB die Gruppe A ein Haus-
dorffscher Raum ist, und sogar hinsichtlich der eben -eingefiihrten
Topologie eine topologische Gruppe bildet.

Nun definieren wir fiir ein Element a={a,} aus  eine Abbildung
7 auf folgende Weise :

Ua)={(a, K.k)} .

Da (a,, K,/k) ein Automorphismus von K,/k ist und fir einen K, ent-
haltenden endlichen Teilkérper K, stets (ag, Kg/k) — (a,, K. Jk) ist, so
definiert 7(a) eindeutig einen Automorphismus von L/k, wenn man auf
jeden endlichen Teilkorper K, von L/k den Automorphismus (a., K. 'k)
anwendet. Ist umgekehrt G ein Automorphismus von L/k, so kann
man stets ein einziges Element a aus A derart bestimmen, daB %(a)=G
ist. Nach W. Krull ist die Galoisgruppe ® von L/k ein bikompakter
Hausdorffscher Raum'. Die Abbildung  bildet die Gruppe A, wie
leicht bestitigt wird, homoomorph auf die Gruppe & ab.

Nun kann man die Gruppe A* als einen relativen Raum von A
in tblicher Weise topologisieren. Auf Grund der Topologie von A*
kann man in A auch die Topologie auf folgende Weise einfithren: Ist
a ein Element aus A und U™ eine Umgebung von « aus dem topo-
logischen Raum A*, so definieren wir die Gesamtheit aller im Komplex
U*N liegenden Elemente als eine Umgebung von ¢ in A. Dadurch
wird die Gruppe A, wie leicht bestitigt wird, eine allgemein-topologische
Gruppe®. Eine Teilmenge M aus der allgemein-topologischen Gruppe
A heiBt dann und nur dann abgeschlossen bzw. offen, wenn M die
Gruppe N enthilt und die aus M entstehende Menge M™ von A" in
A* abgeschlossen bzw. offen ist.

Satz 1. Es sei H eine abgeschlossene Untergruppe von A mit
einem endlichen Index, und H* die aus H entstehende Untergruppe

1) W. Krull, Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen Erweiterungen,
Math. Ann., Bd. 100 (1928), S. 690.

2) K. Kodaira, Uber die Beziehung zwischen den Magen und den Topogien in ciner
truppe, Proc. Phys.-Math. Soci, Japan, Bd. 23 (1941), 75-77.
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aus A*. Bezeichnet man dann mit H* die abgeschlosscne Hiille von
H* in N, so gilt :
AH* 2 A/H.

Beweis. Es seien Ha,, ..., Ha, die simtlichen verschiednen Rest-
klassen von A nach H. Dann folgt aus der Gleichung A*=
H*a;\ H*ay \J --- \ H*a,.:

A=H*a,\) H*a, \/ -\ H*a,=H*A*

weil A* in U dicht ist. Dabei bezeichnen H*a, -.., H *a, bzw. die abge-
schlossenen Hillen von H *ay, ..., H*a, hinsichtlich der Topologie von A.
Aus einem bekannten Isomorphiesatz folgt nun :

AH* 2 A*|(H* N A*)=A*[H* =~ A[H,

weil H in A abgeschlossen ist.

Satz 2. Ist K eine endliche separable abelsche Erweiterung iiber
k, so ist die K zugeordnete Normgruppe in A abgeschlossen.

Beweis. Zundchst ist klar, daB H(K, k) 2 N ist. Nun ist die K
zugeordnete Untergruppe $ aus der Galoisgruppe & von L/k normal
abgeschlossen, und die Faktorgruppe &/ bekanntlich mit der Galois-
gruppe von K/k isomorph. Bezeichnet man mit $ das Urbild von 9
durch die hom6éomorphe Abbildung ¥, so ist $ in 2 abgeschlossen. Da
fiir ein beliebiges Element & aus H(K, k) stets (h, Kla)=1 gilt, so ist
H*< 9, wo H* die aus H(K, k) entstehende Untergruppe von A*
bezeichnet. Ist nun b ein Element aus $ und k& die K-Komponente
von h, so ist offenbar (h, K/k)=1; also ist O \ A* < H*. Hieraus
folgt ohne weiteres:

=P NA";

d.h. H* ist abgeschlossen in A*. Nach Definition ist daher H(K, k)
in A abgeschlossen.

Jetzt sind wir imstande, den Existenzsatz zu beweisen :

Satz 3. Existenzsatz. Es set H eine abgeschlossene Untergruppe
von einem endlichen Index aus A. Dann existiert ein Klassenkirper
zu H diber k.

Beweis. Wir bilden zundchst in % die abgeschlossene Hiille H*
der aus H entstehenden Untergruppe H* von A*, und bilden durch
die homoomorphe Abbildung ¥ die Gruppe H* auf eine abgeschlossene
Untergruppe $ aus der Galoisgruppe & von L/k ab. Nach dem galois-
schen Hauptsatz existiert der  zugeordnete Korper K@, und die
Galoisgruppe &, von Kk ist isomorph zu &/$. Wegen der Relation
AH* 2@/ gilt: A/H*22@, Da H* in H* enthalten ist, so gilt
fiir jedes Element k aus H stets: (h, K/k)=1. H ist also in der Norm-
gruppe H(K, k) enthalten., Nach Satz 1 besteht aber: UA/H*=2A/H;
weil anderseits nach dem Isomorphiesatz? A/H* 22 Gy22 A/H (K, k) ist,

1) W. Krall, loc. cit,, S. 690-691.
2) M. Moriya, Die Theorie der Klassenkorper im Kleinen iiber diskret perfekten
Korpern. II. Proc. 18 (1942), 456-458.
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so muB H mit H(K, k) iibereinstimmen, w. z. b. w.

3. Bezeichnet nun k insbesondere einen Henselschen p-adischen
Zahlkorper, so ist wohl bekannt, daB zu jeder Untergruppe H von
einem endlichen Index aus A stets ein Klassenkorper iiber k existiert.
Dieser Existenzsatz ist aber auf einen Spezialfall zuriickgefiihrt, wo
A[H zyklisch von einem Primzahlpotenzgrad ist. Denn eine Unter-
gruppe von einem endlichen Index aus A ist stets als der Durchschnitt
von endlich vielen Untergruppen darstellbar, nach denen A zyklische
Faktorgruppen von Primzahlpotenzgraden bildet. Wir nehmen also an,
daB A/H zyklisch von einem Primzahlpotenzgrad I* ist. Die Existenz
des Klassenkorpers zu H wird aber dann mit Hilfe der vollstindigen
Induktion nachgewiesen, wenn der Existenzsatz fiir die Untergruppen
vom Index I bewiesen wird. Ist nidmlich H, eine Untergruppe vom
Index ! aus A und K, der Klassenkorper zu H, so betrachten wir in
K, die Gesamtheit H; aller derjenigen Elemente, deren Normen nach
k in H hineinfallen. Bezeichnet man nun mit A4, die Menge aller von
Null verschiedenen Elemente aus K, so ist

(Ao: H)=(H,: H),

also ist (4o: H)=0I"'. Wenn man daher die Existenz des Klassen-
korpers K zu H; iiber K, voraussetzt, so ist K der Klassenkérper zu H.
Denn die Normgruppe H(K, k) ist offenbar in H enthalten, also muS8

(A:H (K, k)) Z(A:H)=lI'=(K:k) sein; da anderseits nach dem Ab-
grenzungssatz” stets (A : H(K, k)) < (K:k) ist, so ist unbedingt H(K, k)

=H. Es geniigt also, fiir eine beliebige Untergruppe H vom Primzahl-
index ! aus A die Existenz des Klassenkorpers zu H zu beweisen.
Dazu beweisen wir zuerst folgenden allgemeinen Satz:

Satz 4. E set | eine von der Charakteristik von k® verschiedene
Primzahl. Bezeichnet dann A die Gesamtheit aller l-ten Potenzen der
Elemente aus A, so ist A' in A abgeschlossen.

Beweis. Ist Z eine beliebige separable zyklische Erweiterung vom
Grade [ iiber k, so ist stets A' < H(Z, k), also ist A' im Durchschnitt
der Normgruppen aller separablen zyklischen Erweiterung vom Grade
l iiber k enthalten.

Nun betrachten wir den Fall, wo k die primitiven I-ten Einheits-
wurzeln enthilt. Ist dann a ein in A’ nicht liegenden Element aus A4,
so ist k(}/a) zyklisch vom Grade I tiber k. Es gibt also ein Element

b aus A derart, daB (b, k(¥ d)) kein identischer Automotphismus von
k(Y @)k ist. Fir dieses b gilt nach Definition des Hilbertschen Normen-
restsymboles® : (b, a)==1. Nach dem Reziprozititsgesetz ist dann

(a,0)F1;

1) M. Moriya, Die Theorie der Klassenkorper im Kleinen iiber diskret perfekten
Koérpern. 1I. Proc. 18 (1942), 456-458.

2) k braucht hierbei nicht notwendig p-adischer Korper zu sein, sondern kann cin
bisker betrachteter diskret perfekter Korper sein.

3) Vgl. die vorangehende Note.
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d.h. @ ist keine Norm der Elemente aus k(b)) nach k. Somit ist
bewiesen, daB A’ mit dem Durchschnitt der Normgruppen aller
separablen zyklischen Erweiterungen vom Grade [ iiber k tibereinstimmt.

Wenn aber k keine primitive I-te Einheitswurzel enthilt, so adjun-
gieren wir zu k eine primitive l-te Einheitswurzel {. Dann ist der
Grad m von k(Z)=k, nach k eine Teiler von [—1. Ist a kein Element
aus A, so ist es auch a'!. Ferner ist a'! keine l-te Potenz aus dem
Korper k,. Denn sonst miiBte das irreduzible Polynom «'—a'™ aus
k[x] in k() eine Nullstelle besitzen, was aber ein Widerspruch ist.
Es gibt also nach dem oben Gezeigten ein Element b aus k, derart, daB
a*! keine Norm der Elemente aus ko('h ) nach k, ist. Wir bezeichnen
nun mit b=>5Y, ..., b die simtlichen verschiedenen Elemente unter den
zu b konjungierten Elementen iiber k. Dann ist das Polynom F'(x)

=“1 (@' —b®) irreduzibel in k[x], und die Korper ko ¥o®), ..., k(¥ )

sind alle iiber k, zyklisch vom Grade l. Bezeichnet nun & die Galois-
gruppe des Zerfillungskorpers K von F'(x) iiber k& und $ die k, zu-
geordnete Untergruppe aus &, so ist  offenbar abelsch vom Typus
( ---,1). Da o' keine Norm der Elemente aus ko*'b ) nach k, ist, so
gehort a'! nicht zu H(K, k) ; hieraus schlieBt man, daB &’ auch kein
Element aus H(K, k) ist. Denn wire a''=Ng,(@) fir ein Element a

m—1

aus K, so wiirde a''=Ngg(@*****" 7) sein, wo o ein erzeugender
Automorphismus von ky/k ist; dies ist aber ein Widerspruch, weil wie
schoh oben bemerkt, a'~! kein Element aus H(K, k) ist.

Da offenbar a'! zu H(ky, k) gehort, so ist H(K, k) eine echte

Untergruppe von H(ky, k). Daher ist der Index (A:H (K, k)) durch 1

teilbar. Wegen des Abgrenzungssatzes ist der Grad des maximalen
abelschen Teilkorpers L von K/k nach k durch [ teilbar. Die Galois-
gruppe von L iiber %k ist also das direkte Produkt einer abelschen
Gruppe £, von der Ordnung !* (»=1) mit der Galoisgruppe von Ik
tiber k. Ferner existiert in L ein abelscher Teilkorper L, iiber k,
dessen Galoisgruppe mit £, isomorph ist. Da offenbar $, mit einer
Untergruppe von $ isomorph ist, so ist 9 auch vom Typus (, ..., 1)
und infolgedessen ist L, das Kompositum von endlich vielen zyklischen
Erweiterungen vom Grade [ tber k. Wegen der Gleichung H(K, k)=
H(L,k)=H(Ly, k) \ H(ky, k) und a''e H(ko, k) folgt ohne weiteres :

A" YeH Ly, k).

Es existiert daher iiber % eine zyklische Erweiterung Z vom Grade !
von der Art, daB o' nicht zu H(Z, k) gehort. Hieraus folgt sofort,
daBl a kein Element aus H(Z, k) ist. Somit ist wieder gezeigt, dall A’
der Durchschnitt der Normgruppen aller separablen zyklischen Erweite-
rungen vom Grade [ Giber k ist. Weil nach Satz 2 jede Normgruppe
in k stets in A abgeschlossen ist, so ist A’ als der Durchschnitt der
abgeschlossenen Untergruppen auch in A abgeschlossen.

Satz 5. FEs set k ein diskret perfekter Korper mit einem endlichen
Korper als dem Restklassenkirper. Ist dann | eine zur Charakteristik
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von k prime Primzahl, so ist jede Untergruppe vom Index 1 aus der
Gruppe A stets in A abgeschlossen.

Beweis. Bezeichnet = ein Primelement aus k, so existiert bekannt-
lich ein Exponent e derart, daB jede Einseinheit, welche mod #® zu 1
kongruent ist, stets zu A gehort. Legt man ein vollstindiges Rest-
system S aus k zugrunde, so existieren endlich viele Elemente von der
Form ey+er+ -+ +e,n° ! aus k, wo &, ..., e.-1 alle aus S herausgegriffen
sind. Mithin ist der Index (A4: A" endlich. Ist H eine Untergruppe
vom Index [ aus A, so ist H die Vereinigung der endlich vielen Rest-
klassen von A nach A'; weil eine solche Restklasse stets in A abge-
schlossen ist, so ist es auch H.

Ist insbesondere & ein Henselscher p-adischer Zahlkorper, so sind
die Bedingungen von Satz 5 sicher erfiillt. Es existiert also nach den
Sitzen 5 und 3 zu jeder Untergruppe vom Index ! aus einem p-adischen
Zahlkorper stets ein Klassenkorper.

Bemerkung. Wenn (4 : A’) nicht endlich ist, so ist fiir die Existenz
des Klassenkorpers zu einer Untergruppe H vom Primzahlindex [ aus
A die Bedingung unentbehrlich, da8 H in A abgeschlossen ist, wie wir
spater zeigen werden.



