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71. Bemerlmngen iiber das Weilsche Mass
auf einer abelschen Gruppe.

Von Yukiyosi KAWADA.
Mathematisches Institt, Tokyo Bunrika Daigaku.

(Comm. by T. TAKAGI, .A., July 12, 1943.)

Im folgenden sollen die Weilsehen SitzeI) iiber die Beziehungen
zwischen den Massen und den Topologien in einer Gruppe fiir den Fall,
wo diese Gruppe abelsch ist, als Anwendung der Theorie der normierten
Ringe hergeleitet werden. Als Muster gelten dabei die Arbeiten von
I. Gelfand, D. Raikov und M. Krein iiber die The)He der Charaktere
der abelschen Gruppen. lhre Methode gilt teilweise auch in unserm Fall.

1, G sei eine abelsche Gruppe mit Elementen 0, , y,
Def. I. Ein auf G definiertes Carathb)dorysches regulires gus-

seres Mass n heisst Weilsch3), falls es die folgenden Eigenschaten hat:

m(E+a)--m(E) fiir alle E G,

(ii) f(,-y) ist messbar in bezug auf das Produktmass m m auf
G x G, falls f(x) eine reellwertige m-messbare Funktion auf G
ist,

(iii) G-- /_IE,, m(E,) < co (n=l, 2, ...).

Wir nennen ein Mass m WeIsch im weitre Sine, wenn statt (iii)
die folgende Bedingung (iii) erfllt ist"

(iii’) Aus A= V_xA,, B= V-IB,, m(A,) co, m(B,) < co folgt
A-B={-y; xeA, yeB}f V_xC,, m(C,)< co (n--l, 2, ...).

Def. $. Es sei / ein Carath&xlorysches regulires iusseres Mass
auf 9, und m sei ein Weilsches Mass im weiteren Sinne auf G. Wir
heissen {T; z e G} e/he messbare Str6mung mit dem Parameter e G,
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

) T ist eine eineindeutige Abbildung yon .@ auf sich mit/(E)=
/(T),

I) A. Weil, [I] Sur les groupes topologiques et les groupes mesur, C.R. Acad.
Sci. Paris, 202 (1936), 1147-1149. [II] L’integration darts les groupes topologiques et
ses applications, ActualitY, 863 (1940). K. Kodaira, [l’J tber die Beziehungen zwischen
den Massen und Topologien in einer Gruppe, Pro Phy-rnath. Soc. Japan, 23 (1941),
6"/-119. [II] Ober die Gruppe der messbaren Abbildungen, Proc. Imp. Acad. Tokyo,
17 (1941), 18-23.

2) I. Gelfand und D. Raikov, On the theory of characters of commutative topo-
logical groups, C. R. Acad. Sci. URSS., 28 (1940), 195-198. D. Raikov, [I] Positive definite
functions on commutative groups with an invariant measure, ibid., 28 (1940), 296-300.
M. Krein, Sur une gnemlisation du thorme de Plancherel au cas des integrales de
Fourier sur les groupes topologiques commutatifs, ibid., 30 (1941), 484-488. D. Raikov,
[II] Generalized duality theorem for commutative groups with an invariant measure,
ibid., 30 (1941), 589-591.

3) Vgl. K. Kodaira, [I] loc. clt. 1), S. 91.
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(ii) T=Ty=T+ To=I,

(iii) Falls f(w) eine reellwertige z-messbare Funktion auf 9 ist, so
ist f(Tw) eine m x/-messbare Funktion auf G .

Z.B. definieren also die Abbildungen Ty--y+/-x von G auf sich
eine messbare StrSmung yon G mit dem Parameter e G.

Wir nennen eine auf G definierte Funktion F(), deren Wert in
einem Banachschen Raum liegt, Bochner-messbar), wenn F(x) auf jede
Menge EG mit re(E) o fast iiberall eine Grenzfunktion yon

endlichwertigen Funktionen ist. Wir bezeichnen nun mit L(9) den

Banachschen Raum {f(o);f()komplex und Ilf()i/(d)<o}
(i=1, 2).

Satz 1. Es se feL(Y2) (i=1,2) und {T} se/ e/he messbare
StrSmung mit dem Parameter z eG. Dann is Ff()=f(T) vine
Bochner-messbare Funktione).

Kor. 1. Wenn L ein lineares Funktional auf L(9), dann i-

L(Ff(x)) messbar. Insbesondere ist lIF(z)ll messbar.
Kor . Wenn m Weilsch ist, dann ist {Tf x e G} fir jede

fe L(12) separabel7).
Nun sei G eine im Kleinen bikompakte topologische Gruppe. Wir

bezeichnen mit F(G) die Gesamtheit aller reellen stetigen Funktionen
(x) auf G, fiir die {x; (x)=k=0} eine total-beschrinkte Menge ist;
und mit !D(G) den kleinsten Borelschen MengenkSrper, welcher alle
Menge {x; (x) =k 0}, e F(G) enthilt. Wir nennen jede Menge
B e (G) Borelsch.

Def. 3. Ein auf G definiertes CarathCdorysches iusseres Mass
h heisst Haarsches, wenn m folgende Eigenschaften hat:

( m(E+a)--m(E),

(ii) Jede Borelsche Menge ist m-messbar,

(iii) re(E)= inf re(B)
EBe

(iv) re(E) oo fir jede total-beschriinkte Menge E.

Nach H. Caftans ist das Haarsche Mass von G his auf Kon-
stantenmultiplikation eindeutig bestimmt.

Satz 2. Jedes Haarsche Mass ist Wech im weiteren Sinne9).

4) Vgl. E. Hopf, Ergodentheorie, Ergebnie, (1937), 9.
5) Vgl. S. Bochner, Integratiorr yon Funktionen, deren Werte die Elemente eines

Vektorraumes sind, Fund. Math., 20 (1933), 262-276.
6) Man beweist Satz 1 etwa zuerst ffir die charakteristische Funktion yon E, dann

fiir die endlichwertige Funktion und schliesslich fir allgemeine Funktion f()e Li(9).
7) Vgl. K. Kodaira, [II] loc. cit. 1), S. 20.
8) H. Cartan, Sur la mesure de Haar, C.R. Acad. Sci. Paris, (1940). Vgl. auch L

Konisi, 0her das Haarsche M, Nippon sugaku-Buturigaku-Kaisi, 16 (1942), 325-338,
(Japanisch).

9) Man beweist die (iii’)wie folgt: aus re(A)<
B= V.,B, (An und B, sind totalbeschr$inkt), also A--B= Vm. n(Am--B,,), wobei Am-B
sicher totalbehriukt also m(A,,,--Bn)< gilt.
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weiteren Sinne mit re(G)= o und re(x)=0 fiir x e G.

(mit der Norm Ilfll-IG[f(x)im(dx))setzen wir

(f x g)(x)= [f(x-y)g(y)m(dy)

Y. KAWADA. [Vol. 19,

G sei eine abelsche Gruppe und m ein Weilsches Mass im
Fiir f, g e L1(G)

dann ist f x g e LI(G) und IIf x g IIfll- g 1).
Nach I. Gelfand und D. Raikovn) ist R {z .z 2e+f, fe LI(G),

2 komplexe Zahl} mit der Norm liz 121+ Ilfll, und mit der IMultip-
likationsregel 0,1e/fi) (22e+f2)=-(21,2)e-{-(2f,.-22f-{-f x f) ein nor-
mierter Ring mit der Einheit e. R hat dann kein verallgemeinertes
nilpotens Element. Es lt nun

Satz 3. X sei d Gamtit ler m-ren Charaktere yon

G: Z(x)]=1 u l(z+y)=Z(x). Z(y). Dann t.

q() ), +Iaf(y)Z(y)m(dy)
ein Ringhomomorphismus yon R auf dem KSrper K aller komplexen
Zahlen. M= {z: (%)=0}, (% e X) und Mo= {ire} sind maximale Ideale
yon R.

Satz . Es sei M ein maximales Ideal yon R mit M= Mo, und
z(z, M)e (mod. M), (z, M) e K.. Dann ist fitr jedes fe L(G) mit
(f, M) O

%M(y) (Ff(y), M) (f, M)-, Ff(y)-f(x-by)

ein messbarer Charakter yon G. Dabei ist % van der Wahl yon f
uiabh4ngig. Die Zuordnung X M* M(- Mo) ist umkehrbar ein-
deutig-).

Es sei die Gesamtheit aller maximalen Ideale von R. Wit
identifisieren %M mit M(M -Mo), dann ist !l ein bikompakter Raum
und -M0--’X ein im Kleinen bikompakter topologischer Raum mit
folgendem Umgebungssystem von %o e X

() U(;(o; f,.--, f,, )= {%; liars(y)(-(- o(Yi)m(dy)] , i= 1, ..., n}
(f e L(G), e eine positive Zahl).

Ferner ist dann X sogar eine topologische Gruppe mit der Multiplika-
tion ;l(x)%2(x)---- (ZZ2) (x).

Jede fe L(G) R wird dann eine stetige Funktion f(%)= (f, M)
mit (i/.) - 0 fiir M.-, Mo und umgekehrt jede komplexwertige

stetige Funktion g(Z) auf X mit g(M.)--.O fiir M-*Mo durch y(Z),

10) Nach der Bedingung (iiV) kSnnen wir den Funbinischen Satz auf IA-BItffx-y)

g(y)m(dx}m(dy) (A {x .f(x) - 0), B- (y g(y): 0}) anwenden.

11) Vgl. I.. Gelfand und D. Raikov, loc. cit. 2).
12) Vgl. I. Gelfand und D. Raikov, loc. cit 2). Wir brauchen abet Kor. yon

Satz 1 fiir die Messbarkeit von z(y).
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feL(G) gleichm/issig auf X approximiert werden, weil in R ()=
offi.(:) ffir z=e+f() und z*=e+f*(x) mit f*(x)=f(-z) gilt).

Saz 5. (y) ist fir jedes y e G eine steige Funktion auf Xm.
Sa$z 6. Falls G

jeder messbare Charakter (y) auf G x X ste$ig. Also is$ das folgende
Pontraginsche Umgebungssysem ({) mi dem System (a) quivalen"

(D U(:o; A, e) {:; Z(y)- :o(Y) < e, fir alIv y e A},

wobei A G eine bikompakte Menge und eine positive Zahl ist.
Nunmehr sei m Weilsch. Es sei C() die Gesamtheit aller stetigen

Funktionen attf
Satz . (x) sei eine m-messbare positiv-definite Funktion auf G,

d. h. wes. max (x) < co, (x) (-x) und

II (x-y)q(x)q(y)m(dx)m(dy) 0 fir alle q e LI(G).

Dann ist das lineare Funktional van R

L(z) /I ()f(z)m(dz) (z=,e+f)

auf C() eindeutig srweitert werden, so dass

L((M)) >= 0 f/tr 0 _<_ (M)e C(I),

(ii) L((M))I<= L max (M) i, L I[=wes. max

(iii) L(z* L(z)15).

Sat 8. (x} sei posi$iv-definit. Dann gib$ es ein
guesches Mass auf (X), so dass

fast drall auf G. , ist eindeutig dutch bestimmt. I(y) ist im
allgemeinen nicht 3(X)-messbar, aber ist irnmer p,*-messbar, wobei p

13) I. Gelfand, Normierter Ring, Rec. Math_, 9 0940), 1-23.
14) .= <X sei eine beliebige totalbeschWAnkte offene Menge, dann gibt es ein

1fe L](G) mit f(t) > fir z e .=, wenn wir den Approximationssatz attt die stetige

Funktion g(l) (9(1)=1 ffir I e -= und g(za) - 0 fiir Ma - M0) gnwenden. Da

y(z)-l.$.flu)(z) ist, ist z(y)-stetig atff X.
15) Vgl. D. Raikov, [I] lbc. cit. 2). Wir miissen ber statt viner totalbeschriiakte

offene Menge U in einer topologische Gruppe G die Menge U=U(0; f, ...,f,)=
(y: F(y)--F(O) < ,, i=1 n) (oo > re(U)>0) beniitz. Dabei brauchen wir
Kor. 2 yon Satz 1 (Vgl. K. Kodaira, [I] loc. cir. 1), S. 105). b nehmen w,r an,
dass m ein (eigentliches) Weilsches Mass ist.
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das CarathodorTsche iussere Mass mit/(E)-- inf /,(B) ist18’.
3. In diesem Paragraphen sei X ein abstrakter Raum, D(X)ein

Borelscher MengenkSrper aug X und . ein Hilbertscher Raum.
Def. . {P(E);E(X)) heisst Massopratorensystem17’, wenn

(i) P(E) ist ein Projektionsoperator yon ),

(ii) P(X)=I,

(iii) Aus (X)E, EIE.--O folgt P(E1)P(E)=O und P(EI+
E,) P(E,)+P(E),

(iv) Aus (X) E, E, E. ..-, VE--E0 folgt lira P(E)=
P(Eo).

Dann ist mf(E)-I]P(E)fll, Eel(X) fiir jedes f) ein gewShnliches
Radon-Lebesguesches Mass aug D(X). Wit definieren dann ein Cara-
tllodorysches iusseres Mass m(E) mit m(E)= inf my(B). Wit

E<BefD(X)

k6nnen dann das Integral Ix#(’)dP(E)f=g iir m-messbare kom-

plexwertige Funktion () wie iib]ich definieren).

16) Vgl. D. Raikov, [II1 loc. cir. 2). Fiir Weilsches Mass im weiteren Sinne be-
weist man diesen Satz wie folgt: es sei L(), e r(x) wie im Satz 7 definiert. Dann
gibt es nach dem F. Rieszschen Satz ein positives Radon-Lebesguesches Mass mit

(X) < aug B(X), so dass *) L()=r@(x)/(d):), e F(X) gilt. /z ist eindeutig

dutch L bestimmt. Wir brauchen nun einen Hilfssatz: * sei das zu / gehSrige
Carath&xiorysche .regulate iiussere Mass aug X, dann ist jeder m-messbare Charak-
ter Z(Y) aug G x-// m x/*-messbar. Nach diesem Hilfssatz folgt aus dem Fubini-

schen Satz I f(Y)m(dy)/(d)=(’I f(Y)-m(dY))/’(d) fiir f(y)eLl(G). Daher

ist fy(z) #*-messbar und das Integaral I f-(x)/,(dz) existiert. Wir zeigen nun

I I(x)/(dz}. Dafir wihlen wir eine bikompakte Menge E X mit y(x)L(y)=

e -=, und (x) e ’(X) mit 0 __< _(x) =< , (x)- fir e _=. Aus y(x)-y()

@_=()[ <e folgt L(q/--qi_=)l=<ilL,l-,, und andererseits gilt I
s./,(X). Wenn wir nach 0 riicken lassen, dann folgt **) aus (*). Also haben

wir nach dem Fubinischen Satz I f(g)f()m(g)=L(.f)= I (I
I(I(y)#(d))f(y)n(dy). Da wir feL’(G)beliebig whlen k6nnen, gilt Satz8 fiir

(E)=(-E).
17) VgL H. Nakano, 0bet abelsche Ringe yon Projektions0peratoren Proc. Phy-

math. Soc. Japan, 12 (1939), 357-374.
18) Es sei #=(Ex E,,), Ei E--0(i:33, X=E, E,, mit Osc(, El)

ItP(Ei)fi<, (Ose(,Ei)=sup.,e[4,(x)-(y)l). Ffir , -0 seien n=(E(,,,), .--, E))

solche Teilung fiir t, und zwar Jn eine Verfeinerung yon J-l. Dann gilt lira

(zn))P(E"))f=g (z")eE(n))" und dieses Element g yon ) ist yon der Wahl yon

.#,, unabhingig. Wit bezeichnen dann g= ()dP(E)f
J
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Satz 9.

(i)

(ii)

(iii)

(iv) Aus](x) i C, (n=l, 2, ...), lim ,,,(x)=o(X)fast iberall fir

mr-Mass folgt lim J" (x)dP(E)J -I (x)dP(E)f

Nun sei !g(Y)ein Borelscher MengenkSrper auf einem Raum Y
und/ ein Radon-Lebesguesches Mass mit/(Y) < o. * sei wie oben
das zu / zugehSrige Carathodorysche/iussere Mass.

Saz 10. Es sei 4,(, y) auf X x Y beschrdnkt und m p*-messbar.
Dann gilt folgende.

I (x, y)dP(E)f F(y) e ist Bochner-messbar in bezug auf/*,

(ii) !(I (’ Y)I(dy))dP(E)f=I(I (’ y)dP(E)f)p(dy)
Es sei nun G eine abelsche Gruppe mit einem Weilschen Mass m

und {Tffi) sei eine messbare StrSmung auf 9 mit dem Carathbloryschen
iusseren Mass /. Dann gilt

Satz 11. Es sei Uf=f(T) fir fe ,-- L2(9). Dann gibt es
Massoperatorensystem {P(E)} auf dem MengenkSrper aller Borelschen
Mere auf der Charaktergruppe X yon G, so da

Uf--Ix(Y)dP(E)f
fr jedes f gilt9,.

4. Nun sei auch G eine abelsche Gruppe mit einem Weilschen
Mass m. Wir setzen

Uf(y) Fr(x) f(x+y)

5’(tz 12. Es sei N die Gesa.mt!t(it aller x e G mit U:-=.[ N i.:t
dann offenbar ein Normalteiler ven G. Eine notwtdige und hin-
reichende Bedingung dafir, d(.,_, x-- y (mod. N) ist, ist die Existenz
yon einem messbaren Char,M:ter 7_ mit /_(x) Z(y).

Da die Charaktergr..i)pe X yon G eine im Kleinen bikompakte
abelsche Gruppe ist, gibt es ein Haarsches Mas/, und die Resultate

Ygl. E. ltr,pf, loc. cit. 4), S. 19. Dass m.s (Uuf, g)= I z(y)d(P(E,," q)(19

Uuf :-i ./(:’.:.!](]d)f folgt, ergibt sich aus Satz 9, (ii).

2) Da Ux eine messbare StrSmung mit der Parameter x e G ist, fo!.:’. ,<.atz 12
aus Satz 11 und Satz 4. Vgl. J. von Neumann, Almost periodic functions in : group:
Trans. Amer. Math. Soc., 3{} (1934), 445-492.
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von 2 gelten fir X. Es sei ( die mtheit aller stigen Charak-
re von X. Dann ist GIN d das yon dem Umgebunsysm
(a) bzw. () yon G induzie Umgebunysm yon G ist

(, ...,y e L’(X)) bzw.

eine bikompak Menge).

ir kbnnen auch ein Umgebunsysm yon fo]genderwei gen"

(Ill)

1, }, f L()’.

Nun tn wit voraus, ds L(G) paral ist. Dann wird
X=V_,E, ()< (n=l, 2,...). Also It der weis yon D.
Raiko’ d Pontrjanhen Dualisat, der den allgemeinen
Planche]hen Satz wn M. Krein’’ nzt, auch in unrem Fal]e.
Nh m Satz li GN hralldicht in der im Kleinen bikom-
pakn lohen Gp , und das dadurch induzier Umge-
bungssysm yon G ist mit dem Umgebunsysm (1) aquivalent.
A]n wit in diem Fa]]e den Satz yon Well"

fs N=I t. e imn MkkEngsg v
G nh ars a d raktgs v X. Bezhung

21) Vgl. A, Weil, loc. cir. 1).
22) Beweis der Jquivalenz von (II) und (III). Es sei U(;f, f, ) gegeben.

Wir wiihlen bikompakte Menge X mit IIP(_)]}I[ <-- (i=1 n) und setzen

UuI- I I(y)dP(E)f

Uffif- Ufi =< x()-x(Y) d P(E)f /2IIP($)fI < 22 Ilf ]/2, <
d.h. U(k- _, ) -. U(; f, fn, ). Umgekehrt sei U(- _, ) gegebem Nach der

Fussnote 14) kSnnen wir fe L’(G)-so wfihlen, dass ;(Y)--() N -- If(x+z)--f(y+z)l

m(d) fiir alle z eg. F’.fir diese f()whlen wit fo()eL(G)L(G), so dass

If()-J’() g(d) <-- . nd re(E) < flit: {; J’() # o} -E gilt. I)n i ()-

}:()] <=- Ifo(z+z)-fo(y+z) m(dz)+- ifo(z+zl-fu(+z) l’m(dz) 1/2(2re(E))1/2+-2
fiir x . Also gilt fiir (2re(E)) ] <, U(x- f, ,D < U,(.; ’, ,), w. = b. w.

23) Vgl. D. Raikov, 1o cir. 2).
24) Vgl. M. Krein, lo cir. 2).
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yon dem Weilschen Mass mit dem Haarschen Mass yon G oder dem
allgemeinen Haarschen Mass yon G ist wie bei Well).

Es ist bemerkenswert, dass es formale Analogie zwischen der
Dualittsrelation der Charaktere von einer abelschen Gruppe und der
Regularitit eines Banachschen Raum gilt.

ein Banchscher Raum R,
die Norm Ilfll.
lineares Funktional L,
konjugierter Raum __R,
konjugierter Raum R von R,
sehwaehe Topologie von R,
die Bedingung fiir die Regul-

aritt yon R ist die Bikompaktheit
der Einheitskugel yon R in bezug
auf die sehwaehe Topologie.

eine abelsche Gruppe G,
das Weilsche Mass re(E),
messbarer Charakter
Charaktergruppe X,
Charaktergruppe G von X,
Umgebungssystem (II) yon G,
die Bedingaang Jfiir G=G/N ist

die.im-Kleinen-Bikompaktheit von
G in bezug v.uf dem Umgebungs-
system (II) von G.

25) Vgl. A. Weil, und K. Kodaira, loc. cir. 1).


