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71. Bemerkungen iiber das Weilsche Mass
auf einer abelschen Gruppe.

Von Yukiyosi KAWADA.
Mathematisches Institdt, Tokyo Bunrika Daigaku.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., July 12, 1943)

Im folgenden sollen die Weilschen Sitze” iiber die Beziehungen
zwischen den Massen und den Topologien in einer Gruppe fiir den Fall,
wo diese Gruppe abelsch ist, als Anwendung der Theorie der normierten
Ringe hergeleitet werden. Als Muster gelten dabei die Arbeiten von
I. Gelfand, D. Raikov und M. Krein® iiber die Theorie der Charaktere
der abelschen Gruppen. Ihre Methode gilt teilweise auch in unserm Fall.

1. G sei eine abelsche Gruppe mit Elementen 0,z, v, ...

Def. 1. Ein auf G definiertes Carathéodorysches reguldres dus-
seres Mass m heisst Weilsch®, falls es die folgenden Eigenschaften hat:

(i) m(E+a)=m(E) fir alle E<G,

(ii) f(x—y) ist messbar in bezug auf das Produktmass m xm auf
G x G, falls f(x) eine reellwertige m-messbare Funktion auf G
ist,

(iii) G=VoiE, mE,) <~ (n=12..).

Wir nennen ein Mass m Weilsch im weiteren Sinne, wenn statt (iii)
die folgende Bedingung (iii’) erfiillt ist:

(iii') Aus A=V3a4,, B=Vi.B, m(4,) < w, m(B,) <~ folgt
A-B= {x—y; X € A’ Yye B} = V:—lcm m(Cn) < o (n=1’ 29 "')'

Def. 2. Es sei p¢ ein Carathéodorysches reguldres dusseres Mass
auf 2, und m sei ein Weilsches Mass im weiteren Sinne auf G. Wir
heissen {T%:; x € G} eine messbare Stromung mit dem Parameter z € G,
wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind :

(i) T, ist eine eineindeutige Abbildung von 2 auf sich mit #(E)=
“T.E),

1) A. Weil, [I] Sur les groupes topologiques et les groupes mesurés, C.R. Acad.
Sci. Paris, 202 (1936), 1147-1149. [II] L’integration dans les groupes topologiques et
ses applications, Actualité, 863 (1940). K. Kodaira, [I] Uber die Beziehungen zwischen
den Massen und Topologien in einer Gruppe, Proc. Phy-math. Soc. Japan, 23 (1941),
67-119. [II] Uber die Gruppe der messharen Abbildungen, Proc. Imp. Acad. Tokyo,
17 (1941), 18-23.

2) I Gelfand und D. Raikov, On the theory of characters of commutative topo-
logical groups, C.R. Acad. Sci. URSS.,, 28 (1940), 195-198. D. Raikov, [I] Positive definite
functions on commutative groups with an invariant measure, ibid., 28 (1940), 296-300.
M. Krein, Sur une géneralisation du théoréme de Plancherel au cas des integrales de
Fourier sur les groupes topologiques commutatifs, ibid., 30 (1941), 484-488. D. Raikov,
[I1] Generalized duality theorem for commutative groups with an invariant measure,
ibid., 30 (1941), 589-591.

3) Vgl K. Kodaira, [I] loc. cit. 1), S. 91.
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(ii) T.Ty=Tsy, Tov=1I,

(iii) Falls f(w) eine reellwertige u-messbare Funktion auf 2 ist, so
ist f(T,w) eine m X u-messbare Funktion auf G x 2%,

Z.B. definieren also die Abbildungen T.y=y+tx von G auf sich
eine messbare Stromung von G mit dem Parameter x e G.

Wir nennen eine auf G definierte Funktion F'(x), deren Wert in
einem Banachschen Raum liegt, Bochner-messbar®, wenn F(z) auf jede
Menge E< G mit m(E) <« fast iberall eine Grenzfunktion von
endlichwertigen Funktionen ist. Wir bezeichnen nun mit L%(2) den

Banachschen Raum {f(w); f(0) komplex und Llf(w) [Fu(dw) < 00}

(z=1,2).

Satz 1. Es seg feLi(2) (1=1,2) und {T.} sei eine messbare
Stromung mit dem Parameter xeG. Dann st Fix)=f(T.0) eine
Bochner-messbare Funktion®.

Kor. 1. Wenn L ein lineares Funktional auf L*(2), dann st
L(F/(z)) messbar. Insbesondere ist | Fi/(x)| messbar.

Kor 2. Wenn m Weilsch ist, dann ist {T.f; xeG} fiur jede
feL{(2) separabel”.

Nun sei G eine im Kleinen bikompakte topologische Gruppe. Wir
bezeichnen mit I'(G) die Gesamtheit aller reellen stetigen Funktionen
p(x) auf G, fir die {x; ¢(x) 30} eine total-beschrinkte Menge ist;
und mit B(G) den kleinsten Borelschen Mengenkorper, welcher alle
Menge {z; ¢(x)30}, ¢el'(G) enthilt. Wir nennen jede Menge
B e B(G) Borelsch.

Def. 8. Ein auf G definiertes Carathéodorysches dusseres Mass
™ heisst Haarsches, wenn m folgende Eigenschaften hat:

(i) m(E+a)=m(E),

(ii) Jede Borelsche Menge ist m-messbar,

{iii) m(E)= Eigigm(B)

(iv) m(E) < o fir jede total-beschrinkte Menge E.

Nach H. Cartan® ist das Haarsche Mass von G bis auf Kon-
stantenmultiplikation eindeutig bestimmt.
Satz 2. Jedes Haarsche Mass ist Weilsch im weiteren Sinne®.

4) Vgl E. Hopf, Ergodentheorie, Ergebnisse, (1937), S. 9.

6) Vgl S. Bochner, Integratiorr von Funktionen, deren Werte die Elemente eines
Vektorraumes sind, Fund. Math., 20 (1933), 262-276.

6) Man beweist Satz 1 etwa zuerst fiir die charakteristische Funktion von E, dann
fir die endlichwertige Funktion und schliesslich fiir allgemeine Funktion f{w) € Li(Q).

7) Vgl K. Kodaira, [IT] loc. cit. 1), S. 20.

8) H. Cartan, Sur la mesure de Haar, C.R. Acad. Sci. Paris, (1940). Vgl. auch L
Konisi, Uber das Haarsche Mass, Nippon Sugaku-Buturigaku-Kaisi, 16 (1942), 325-338,
(Japanisch).

9) Man beweist die (iii") wie folgt: aus m(A) < oo, m(B) <o folgt A=Vnpd,,
B=\/ By, (A, und B, sind totalbeschrinkt), also A—B=V m, n(Am—DBy), wobei Am—By
sicher totalbeschrinkt also #(A,—By) < « gilt.
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2. G sei eine abelsche Gruppe und m ein Weilsches Mass im
weiteren Sinne mit m(G)= = und m(x)=0 fir xeG. Fir f, geL(G)

(mit der Norm | f |I=L|f (a:)lm(dx)) setzen wir

(f xD @)= fa—e@md@y),

dann ist f xge LYG) und |f x gl Z 11 -1 g 1.

Nach I. Gelfand und D. Raikov! ist R={z; z=1e+f, fe LXG),
A komplexe Zahl} mit der Norm liz|| = |4| + |fl, und mit der Multip-
likationsregel (Le+f1) X (Ase+ f2) =(A12)e+ (A fi+ i+ fiX f2) ein nor-
mierter Ring mit der Einheit e. R hat dann kein verallgemeinertes
nilpotentes Element. Es gilt nun

Satz 8. X set die Gesamtheit aller m-messbaren Charaktere X von
G: | Xx) |=1 und X(x+y)=X(x)- %(y). Dann ist.

e =1+ f@TuIm(dy)

ein Ringhomomorphismus von R auf dem Kiérper K aller komplexen
Zahlen. M,={z: ¢.(X)=0}, (X € X) und Mo={2e} sind maximale Ideale
von R.

Satz 4. Es sei M ein maximales Ideal von R mit M M, und
2=(z, M)e (mod. M), (2, M)e K.. Dann ist fiir jedes fe LG) mit
(L, M)x0

w@)=(F), M) -(f,M)?,  F)=f(z+y)

ein messbarer Charakter von G. Dabet ist Xy von der Wahl von f
unabhingig. Die Zuordnung X s Xy <> M,(3 M,) ist wmkehrbar ein-
deutig®.

Es sei 9 die Gesamtheit aller maximalen Ideale von R. Wir
identifisieren X» mit M, (M, 3 M,), dann ist M ein bikompakter Raum
und M—M,22 X ein im Kleinen bikompakter topologischer Raum mit
folgendem Umgebungssystem von X e X

@ U i o 0={15 || 1) (@) - 20 midw) | <, i=1, ...}
(f:e LXG), « eine positive Zahl).

Ferner ist dann X sogar eine topologische Gruppe mit der Multiplika-
tion 2(w)Xx(2)=(X1%,) ().

Jede fe L{G) < R wird dann eine stetige Funktion ¢, (X)=(f, M,)
mit ¢,(%,)—>0 fir M, —M; und umgekehrt jede komplexwertige

stetige Funktion g(¥) auf X mit g(M,ﬂ)-—>0 fir M, — M, durch ¢(2),

10) Nach der Bedingung (iii’) kénnen wir den Funbinischen Satz auf SA_BS S

gyym(dzym(dy) (A ={x; f2) %0}, B={y; g(y)+0}) anwenden.

11) Vgl 1. Gelfand und D. Raikov, lec. cit. 2).

12) Vgl L Gelfand und D. Raikov, loc. cit. 2). Wir brauchen aber Kor. 1 von
Satz 1 fiir die Messbarkeit von x(¥).
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feLX{G) gleichmassig auf X approximiert werden, weil in R ¢ (X)=

Satz 5. Ay) ist fir jedes yeG eine stetige Funktion auf X™.

Satz 6. Falls G im Kleinen bikompakt und m Haarsch, dann ist
jeder messbare Charakter X(y) auf Gx X stetig. Also ist das folgende
Pontrjaginsche Umyebungssystem (8) mit dem System () dquivalent :

®) U; 4, ={1; | X(»)— %) | <e, fir alle ye A},

wobet A < G eine bikompakte Menge und ¢ eine positive Zahl ist.
Nunmehr sei m Weilsch. Es sei C(IR) die Gesamtheit aller stetigen
Funktionen auf M.

Satz ?. ¢(x) set eine m-messbare positiv-definite Funktion auf G,
d. h. wes. mazx | p(x)| < , o(x)=p(—z) und

] #e—va@3EImanmiay = o fir alle ge1XG).
Dann ist das lineare Funktional von R
L)=1+| s f@Imide),  @=1e+)
auf C(M) eindeutig erweitert werden, so dass
(i) L(4(M) 2 0 fir 0< ¢(M)eCER)

(i) |L(¢)|<ILImaz|p(M)|, |LI=wes.maz|p],
(iii) LE")=LE)"™.
Satz 8. ¢(x) sei positiv-definit. Dann gibt es ein Radon-Lebes-
guesches Mass p, auf B(X), so dass

o)={ 1))

SJast uberall auf G. p, ist eindeutig durch ¢ bestimmt. X(y) ist im
allgemeinen nicht B(X)-messbar, aber ist immer x;-messbar, wobei 4}

13) I. Gelfand, Normierter Ring, Rec. Math., 9 (1940), 1-23.
14) <X sei eine beliebige totalbeschrinkte offene Menge, dann gibt es ein

feLXG) mit ¢,(x)>—% fir ye 5, wenn wir den Approximationssatz at¥ die stetige

Funktion g(z) (9(x)=1 fir ze £ und g(ze) >0 fiir My, —> M;) anwenden. Da x(y)=
¢ WL () ist, ist x(y) stetig auf X.

16) Vgl D. Raikov, [I] loc. cit. 2). Wir miissen zdber statt einer totalbeschrinkte
offene Menge U in einer topologische Gruppe G die Menge U=U(0; f, ..., fn, €)=
W: 1 Fr)—Fs0)li<e, i=1,..,n} (eo>m(U)>0) benitzen. Dabei brauchen wir

Kor. 2 von Satz 1 (Vgl. K. Kodaira, [I] loc. cit. 1), S. 105). Deshalb nehmen wir an,
dass m ein (eigentliches) Weilsches Mass ist.
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das Carathéodorysche dussere Mass mit g5 (E)=_inf g, (B) ist®.
E<BeB(X)

3. In diesem Paragraphen sei X ein abstrakter Raum, B(X) ein
Borelscher Mengenkérper auf X und © ein Hilbertscher Raum.
Def. 4. {P(E); EeB(X)} heisst Massoperatorensystem'”, wenn

(i) P(F) ist ein Projektionsoperator von 9,
(ii) P(X)=1,

(iii) Aus BX)sE;, E.nE,=0 folgt P(E,)P(E;})=0 und P(E,+
Ey)=P(E)+ P(E),

(iv) Aus B(X)sE,, E\<E,< -, V.E.,=E, folgt lim P(E,)=
P(E,).

Dann ist mAE)=|P(E)fI}, EeB(X) fir jedes feD ein gewdhnliches

Radon-Lebesguesches Mass auf B(X). Wir definieren dann ein Cara-

théodorysches dusseres Mass m;(E) mit mf(E)= inf mgq(B). Wir
E<BeB(X)

konnen dann das Integral S xgb(w)dP(E)f=ge-b fur m;-messbare kom-

plexwertige Funktion ¢(x) wie iblich definieren'™.

16) Vgl. D. Raikov, [II], loc. cit. 2). Fiir Weilsches Mass im weiteren Sinne be-
weist man diesen Satz wie folgt: es sei L(¢), ¢ € I'(X) wie im Satz 7 definiert. Dann
gibt es nach dem F. Rieszschen Satz ein positives Radon-Lebesguesches Mass x mit

u(X)< oo auf B(X), so dass (O L(¢)=sx¢(x)p(dx), ¢er(X) gilt. 4 ist eindeutig

durch L bestimmt. Wir brauchen nun einen Hilfssatz: u* sei das zu x gehorige
Carathéodorysche regulire #ussere Mass auf X, dann ist jeder #-messbare Charak-
ter x{y) auf GxX mxpu*-messbar. Nach diesem Hilfssatz folgt aus dem Fubini-

schen Satz | { f@@Imdnudn={ (s @h@md)adn tor f@)eLG). Daher
ist ¢s(x) p*-messbar und das Integaral S(Of(z)/((dz) existiert. Wir zeigen nun (**)

L((pf):S ¢s(u(dy). Dafiir wihlen wir eine bikompakte Menge & < X mit | ¢r(x) | > ¢
fir ye £, und ¢5(x)eN(X) mit 0= ¢2(0) =1, ¢s(x)=1 fir ye 2. Aus |pr()—ps(z)
¢s(2) | <e folgt | L(¢sr—¢r¢s) | SILI-e, und andererseits gilt ls (¢f—¢f¢z)ﬂ(dx)| =
¢ u(X). Wenn wir ¢ nach 0 riicken lassen, dann folgt (**> aus (*), Also haben
wir nach dem Fubinischen Satz { o(u)f Gmidy)=Lton)=( (| sh@Im(dy) udn=

[ ({#wdn) ramidy). Da wir feLXG) beliehig wihlen kinnen, gilt Satz 8 fir

#(E)=p(—E).
17) Vgl H. Nakano, Uber abelsche Ringe von Projektionsoperatoren, Proc. Phy-
math. Soc. Japan, 12 (1939), 357-374.

18) Es sei 4=(E\, ..., En), Ei~E;j=06%5), X=E, - En, mit 3 Osc(¢, E;)
| P(E)fi? <e (Osc(¢, E:)=30Ps, ye E; |¢(x)—o(@)]). Far e, —>0 seien n=(E{, -, Eg:))
solche Teilung fiir e, und zwar 4, eine Verfeinerung von 4n—1. Dann gilt lim 37»
Pz (W)P(E; ™) f=g (xg")eE'g.“)) und dieses Element g von $ ist von der W:;T von

J. unabhiingig. Wir bezeichnen dann g=S W2)dPE)S.
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Satz 9.
(i) [ vor@)s] =19 ra1 P@E 1P,
(ii) ([ voaprs, 0)={ sra (P, ),

i) [(atr@) + i) )AP(E)S = | (@AP(EDS + | w)dP(DS,
1v) Aus | ()| < C, (n=1,2,...), lim ¢.(x)=dx) fast iberall fiir
m,-Mass folgt lim | | ¢,@)dPU@)S - | gu)dPE)S|=0.

Nun sei B(Y) ein Borelscher Mengenkorper auf einem Raum Y
und # ein Radon-Lebesguesches Mass mit #(Y) << o. g™ sei wie oben
das zu ¢ zugehérige Carathéodorysche dussere Mass.

Satz 10. Essei ¢lx,y) auf X x Y beschrinkt und mf x p*-messbar.
Dann gilt folgende.

(i) j ¢ @z, Y)AP(E)f =F(y) € ® ist Bochner-messbar in bezug auf 4™,

@) (] ¢to v )ir@)s = ([ st wapE@)s uay .

Es sei niun G eine abelsche Gruppe mit einem Weilschen Mass m
und {7} sei eine messbare Stromung auf 2 mit dem Carathéodoryschen
dusseren Mass #. Dann gilt

Satz 11. Es sei U,f=f(Tyw) fiir fe =L (L). Dann ¢ibt es
Massoperatorensystem {P(E)} auf dem Mengenkorper aller Borelschen
Menge auf der Charaktergruppe X von G, so dass

Uuf ={ x)dPE)f

fiir jedes fe D gilt™.
4. Nun sei auch G eine abelsche Gruppe mit einem Weilschen
Mass m. Wir setzen

Uf () =F,x)=f(x+y).

Sats 12. FEs set N die Gesamiheit aller xe G mit U,=I N st
dann offenbar ein Normalteiler von G. FEine motwendige und hin-
reichende Bedingung dafiy, Jasx x 3y (mod. N) ist, ist die Existenz
von etnem messbaren Charaidier ¥ mit 1(x) X Z(y)°.

Da die Charaktercrippe X von G eine im Kleinen bikompakte
abelsche Gruppe ist. gibt es ein Haarsches Mass #, und die Resultate

12) vgl. E. Hopf, loc. cit. 4), S.19. Dass aus (Uyf, g):s 2A(PFr, g)(Fged)
Uyf—\ A 11E)f folgt, ergibt sich aus Satz 9, (ii).
2v) Da U, eine messbare Stromung mit der Parameter wxe G ist, folg! Satz 12

avs Satz 11 und Satz 4. Vgl. J. von Neumann, Almost periodic functions in a4 group,
I'rans. Amer. Math. Soc., 36 (1934), 445 492.
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von 2 gelten fir X. Es sei G die Gesamtheit aller stetigen Charak-
tere von X. Dann ist G = G/N und das von dem Umgebungssystem
(a) bzw. (B) von G induzierte Umgebungssystem von G ist

(1) T; fo oo fu 0 ={u3 [ 700 (T@) ~2@))d0)] <, i=1, ..},
(ﬁ: "‘:fne LI(X)) bZW.

(1) Usla; E,e)={y; | H(@)-2) | <&, fir alle er} (EcXx
eine bikompakte Menge).
Wir konnen auch ein Umgebungssystem von G folgenderweise geben:

(D Usas fy o) ={os [Iie+2)— fity+2) Pmide) <,
i=1, ... n} fre LHGY™.

Satz 18. Die Umgebungssysteme (I), (II) und (III) sind einander
dquivalent®.

Nun setzen wir voraus, dass L*G) separabel ist. Dann wird
X=V5iEa ME,) <o (n=1,2,..). Also gilt der Beweis von D.
Raikov® des Pontrjaginschen Dualititssatzes, der den allgemeinen
Plancherelschen Satz von M. Krein?” beniizt, auch in unserem Falle.
Nach diesem Satz liegt G/N iberalldicht in der im Kleinen bikom-
pakten topologischen Gruppe G, und das dadurch induzierte Umge-
bungssystem von G ist mit dem Umgebungssystem (I) idquivalent.
Also haben wir in diesem Falle den Satz von Weil :

Satz 14. Nach der Topologie, welche durch das Umgebungssytem
(I) oder (II) oder (III) definiert wird, ist G im Kleinen total-beschrinkt,
falls N=1I ist. Die im Kleinen bikompakte Erweiterungsgruppe von
G st nichts anders als die Charaktergruppe G von X. Die Beziehung

21) Vel A, Weil, loc. cit. 1).
22) Beweis der Aquivalenz von (II) und (III). Es sei Ugx; f;...,fn, €) gegeben.

Wir wihlen bikompakte Menge & <X mit | P(S)fil <5 (i=1,..,n) und setzen

E=£, < En Bsseinun yeUa; 5,6) (§ < SUAP+-+1fuP), dann folgt aus
Uuf={ 1)PE)S

1Ufi—Uyfil S sgl @) —xW) ' A P(E)f;1 + 21P(8e) ;P < &I filf+2e, < ¢,
d.h Ufe; 5,6) <Ufx; fi, ... me). Umgekehrt sei Uy(x; 5,¢) gegeben. Nach der
Fussnote 14) konnen wir fe LYG) so wihlen, dass | z(y)—x(#) | < %j' f@+2)—f(y+2)]
m(dr) fir alle yzeE Fir diese flz) wihlen wir fyz)e L{G)~LXG), so dass
[If@— fi@) I m(da) <} ¢ und mlE) <co fir (z; fia)+ 0} =F gilt. Damn ist |x(s)—

1@ S 5 s+ a | m@+y S5 { {14+ 9tz + o i} emaE) +- £

fir ye 5. Also gilt fir (2m(E)) ¥y, <e Uix; fiy ) < Uslx; 5,¢), w.2. b w.
23) Vgl D. Raikov, loc. cit. 2).
24) Vgl. M. Krein, loc. cit. 2).
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von dem Weilschen Mass mit dem Haarschen Mass von G oder dem
allgemeinen Haarschen Mass von G ist wie bet Weil®.

Es ist bemerkenswert, dass es formale Analogie zwischen der
Dualititsrelation der Charaktere von einer abelschen Gruppe und der
Regularitit eines Banachschen Raum gilt.

ein Banchscher Raum R,

die Norm |[f].

lineares Funktional L,

konjugierter Raum R,

konjugierter Raum R von R,

schwache Topologie von R,

die Bedingung fir die Regul-
aritit von R ist die Bikompaktheit
der Einheitskugel von R in bezug
auf die schwache Topologie.

eine abelsche Gruppe G,
das Weilsche Mass m(E),
messbarer Charakter %,
Charaktergruppe X,
Charaktergruppe G von X,
Umgebungssystem (II) von G,
die Bedingung fir G=G/N ist
die .im-Kleinen-Bikompaktheit von
G in bezug auf dem Umgebungs-
system (II) von G.

25) Vgl. A. Weil, und K. Kodaira, loc. cit. 1).




