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3ur la rductibilit du groupe d’holonomie.
IL Les espaces de Riemann.

Par Makoto ABE.
Institut Mathmatique, Universit Impriale de Tokyo.

(Comm. by T. TAKA(I, M.I.A., April 12, 1944.)

Nous avons tudi dans la Note prcdente1) (cite dans la suite
par "R I ") la structure des espaces connexion affine, dont les
groupes d’holonomie laissent invariante la direction d’un plan p
dimensions. Nous allons maintenant considrer en particulier le cas
des espaces riemanniens.

1. La rductibilit complete des espaces riemanniens.
Soit V un espace riemannien n dimensions. Le groupe d’holo-

nomie g de Vn est alors un groupe (connexe) des dplacements eucli-
diens et le grouper (Voir R I) un groupe (connexe) des transformations
orthogonales. Par suite r est compltement rductible. Si " laisse
donc un p-plan +/- fixe, il laisse aussi fixe le (n-p)-plan v.- per-
pendiculaire 2TM. L’espace tant sans torsion, il existent alors (R I,
4) dans V une famille n-p paramtres des p-plans E" parallles

entre eux et une famille p paramtres des (n-p)-plans E"-
parallles entre eux, de sorte que chaque E de la premiere famille
est perpendiculaire chaque .E- de la deuxime. Si l’on adopte donc
un systme de coordonnes u1, ..., u", tel que les E soient donns par

u+l const, ..., u const,
et les E- ’par

u--const, ..., u const,

la connexion affine de cet espace prendra la forme suivante (R I, 4)

(1)

dP=due/due,

de Fjdu
a, , r=p+ 1, ..., n,

les coefficients, /’a, F s’annulant identiquement.
de V sera de la forme

De plus, la mtrique

(2) ds=gjdudu +g,dudu
parce que g=ee=O cause de la perpendicularit des deux familles
des plans.

Maintenant nous allons faire voir que les g ne ddpendent que
des variables u (i=l, ..., p) et les g que des u (a=p+ 1, ..., n). En
effet, il rsulte des identits

1) M. Abe" Sur la rductibilit du groupe d’holonomie. I. Les espaces con-
nexion affine, Proc. 20 (1944), 56-60.
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/-b= g,=+ I;,= 0
qg.on a

.g__ + Og g=0u u u
Or, les g=, g= s’annulant identiquement, cela se rduit t

Ogo" 0,

c. q. f. d.
Les deux termes gdudu et gsdudu sont done respectivement

les formes mtriques fondamentales ds et ds des espaces riemanniens
V et V-(3) ds ds+ds
V" est l’espace produit des espaces V et V"-, dont la mtrique (3)
est dS:<luite de celles de V et V"- par le thorme de Pythagore.
Convenons de dire pour cette raison que l’espace " est le produit
pythagorien des deux espaces V et V-" et dsignons cela par

V= V x V-(De mme, on dfinit 1,e produit pythagorien des plus de deux espaces
faeteurs.)

En r(sum, on a obtenu (la r(ciproque (tant vidente)
Thorme L Si le groupe d’un espace riamannien V est

ductible, et laisse invariant un plan p dimensions, V est le produit
pythagorien d’un V et un V’-. R$ciproquement, si V est le produit
pythaqorien de deux espaees, le groupe de V est rductible.

Si un V" n’admet aucune dcomposition en produit pythagorien,
nous dirons que V" est irr$ductible; d’aprs le thorme I cela 6qui-
vaut l’irr6ductibilit du grouper.

Dcomposons maintenant le groupe orthogonal r d’un espace rie-
mannien V" t la forme r(duite

T, 0

(4) r T= "..
T

0

off T, ..., T sont les composantes irr6ductibles respectivement de d6gr6
p> 1, =1, ...,r. Les composantes irr6ductibles de d6gr6 1 se r6-
duisent identiquement . 1, parce que T est une transformation ortho-
gonale appartenant . un groupe connexe ces composantes (pen hombre)
sont condens6es dans une seule matrice unit6 E. D’aprs le th6orme
prfc6dent on obtiendra alors la dcomposition de l’espace V" en produit
pythagorien des espaces, correspondant respectivement aux composantes
T1,...,T,E:"

(5) V"= Vv’ x x VV, x R’ (p+...-+-p,./p=n).

Les facteurs V", V, sont des espaces irr6dtictibles non euclidiens
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et le dernier facteur Rrest un espace euclidien p dimensions. La
dcomposition (4) tant uniquen, lk d&omposition (5) est possible aussi
d’une seule manire. On arrive ainsi au

Thorme II (Thorqne de la rductibilit complete des espaces de
Riemann)). Un espace riemannien est ddcomposable (au moins locale-
nent) en produit pythagorien de plusieurs espaces irrdductibles non
euclidiens et un espace euclidien. Cette ddcomposition est possible d’une
seule manire ddterminde.

Des considerations prcdentes rsulte immdiatement en par-
ticulier

ThdorOme III8). Si V admet p champs des vecteurs parallOIes
lindairement inddpendents, V est le produit pythagorien d’un espace
euclidien R et un espace riemannien V-"

et r$ciproquement.
2. Les espaces riemanniens irrdductibles.

Le groupe T d’un espace riemannien irrductible V" est un groupe
irr6ductible des rotations. I1 est donc4):

i) ou bien un groupe absolument irrductible des rotations,
ii) ou bien le groupe irrductible, mais non absolument irrSluctible,

obtenu en substituant

a+bi oar (_ab)
dans un groupe complexe irrductible r* des transformations
unitaires de dgr n/2 (n: pair).

Or, d’aprs un thorme de M.E. Cartan), un groupe lin6aire
complexe irrductible est le produit kroneckerien des groupes lin6aires
irr4ductibles de structures simples et 6ventuellement d’un groupe de
dgr 1. Par cons6quent,

dans le cas i), r eet le produit kroneckerien des groupes orthogonau
absolument irr$dutibles de structures simples (rest donc un groupe
semi-simple dos)" et

dans le cas ii), r* est le produit kroneckerien des groupes unitaires
irrdductibles de structures simples et $ventuellement d’un groupe aes
transformations d.

1) Parce que les composantes T Tr, Ep sont inquivalentes entre elles. En
effet, les T peuvent mme se varier indpendemment l’une de l’autre.

2) M.E. Cartan a dmontr ce thorme dans le cas particulier des espaces
riemanniens symtriques, par une mthode tout fait diffrente d’ailleurs. Voir p. ex.
E. Cartan: La thorie des groupes finis et continus et l’Analysis situs (Mmorial des
Sc. Math. XLII, 1930), Chap. IV.

3) Ce problme a t trait par M.L.P. Eisenhart (Transactions of Amer. Math.
Soc., 28 (1925), 563-573), mais il me semble que sa solution en n’est pas complete.

4) Voir M. Abe: Irreduzibilitiit und absolute Irreduzibilitit der Matrizensysteme,
Proc. Phys.-Math. Soc. Japan (3) 24 (1942), 769-789, {}6.

5) E. Cartan" Les groupes projectifs qui re laissent invariante aucune multi-
plicit plane, Bull. Soc. Math. France 41 (1913), Voir aussi C. Chevalley: Les repr-
sentatiSns des algbres de Lie (Sminaire de Mathmatiques IV (1936-37), "Travaux
de M. Elie Cartan").
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L’espace riemannien deux dimensions est le type le plus simple
des espaces irr6ductibles, dont le groupe r n’est pas absolument irr6-
ductible (R I, 5). On peat d6montrer d’ailleurs, comme en R I, 5,
qu’un espace 2m dimensions de type ii) admet, consid6r6 comme
espace connexion unitaire, deux familles des n-plans parallles. Tout
espace connexion unitaire sans torsion t m dimensions est irrductible
de type ii), s’il est irr6ductible, consid6r6 comme espace riemannien
2m dimensions, mais la r6ciproque n’est pas toujours vraie, comme on
le voit dans le cas m= 1.

Les espaces courbure constante non nuile sont aussi irr6ductibles1).
La forme du tenseur de courbure

Rjk K(gkgj gg)

montre en effet, que le groupe 7 d’un tel espace contient toutes les
rotations infinitsimales, et, par cons6quent, est le groupe de routes
les transformations orthogonales. Ces espaces sont donc irr6ductibles,
et, de plus, de type i) saul ceux 2 dimensions.

Un autre exemple des types des espaces irr6ductibles est celui des
espaces de groupes simples clos G. Le groupe 7 est alors le groupe
adjoint de G); il est irrductible de type i) ou ii), suivant que 7
reste simple ou non dans le domaine complexe.

3. Les m$triques d$finissant la connexion ane donne.
Nous sommes maintenant en mesure de r6pondre . la question

posge au d6but de R I" quelle est la m6trique la plus g6n6rale qui
d6finit la connexion affine d’un espace riemannien donn6? Soit le
groupe 7 de cet espace rduit i la forme (4). I1 s’agit de d6terminer
la forme quadraticlue d6finie positive , qui est invariante par le groupe
lin6aire 7. Elle est en tout cas la somme des formes 1, .-., r, "=+...++,

o 1,..., r, sont les formes invariantes respectivement par les
groupes des T,, ..., T, E, parce que ces composantes sont in6quivalentes
entre elles. Or, les T constituant un groupe irr6duatible, la forme e
est uniquement d6termin6e un facteur constant pris; au contraire,

est une forme quadratique dfinie positive arbitraire. De l r6sulte
Thorme IV. Soi un espace riemannien V dcompos en produit

pythagorien en forme (4), e$ soit

ds=ds+...+d+ , (du)
a--p+l

la ddcomposition correspondante de ds. La mdtrique niemannienne la
plus gndrale qui ddfinit la connexion ane de l’espace V est alors
donne par la formule

I) Il n’admet doric en particulier aucun champ des vecteurs parallles. Voir K.
Yano: Sur le paralllisme et la concourance darts l’espace de Riemann, Proc. 19 (1943),
189-197, Thorme 6.5.

2) M. Abe" Sur la mtrique riemannienne et l’lment de volume darts lea espaces
de groupes de Lie, Proc. 1 (1943), 629-634.
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ds2=clds/... +erda+ gBduaduB
a,

ot c, ..., sont es coecens ans posiifs arbtraires et
demur terme est une forme quadratique ddfinie positive arbitraire
aux coecients co,rants en du"-+, ..., du.

En particulier, la mtrique d’un espace irrductible (p. ex. un
espace courbure constante non nulle) est dtermin un facteur
constant pros par sa connexion affine

4. Les esces riemannie, dont le grou d’holonomie lapse

un p-pn e.
M.S. Sasaki)a dmoatr5 qu’un espace riemannien V", dont le

grou d’holonomie laisse un point fixe, admet un champ des vecteurs
concourants et sa mtrique est de la forme suivan

,*d (dul)2-1- (ul)2g*du"du a,=2,..., n, g* y ,...,
On peut aussi duire cette forme de la mtrique par un calcul analogue

celui dans 1: Soit P0 le point de l’espace euclidien tangent en P,
qui est invariant par le groupe d’holonomie g (attach4 au point P).
on dsiunant oar u la lonueur du vecteur PoP. on a

P--Po+ulel e--1.
Le champ des vecteurs (concourants) e engendre une congruence des
godsicues, qui sont donnes par les quations

t6) u const, ..., u" const

par le choix convenable des paramtres u", ..., u.
point P t un point infiniment voisin de P, on a

Si l’on dplace le

(7) dP--dueq-ude

dPo s’annulant identiquement. En particulier, l’6quation du =0 entraine
dPe--udee=O; c’est-R-dire, les hypersurfaces ul=const sont perpen-
diculaires aux godsiques (6). Les n paramitres u, ..., u localisent
donc uniquement un point de V". En posant

(7’) dP duez+ du=e=
on a g,=ee==O, a=2, ..., n.
La m6triCue prend ainsi la forme

ds=(du’)+g,Bduadu

Or, il rsulte des formules (7) et (7’)

de=ddue,, ou F,=1"u-Y, ou FaB,,= ul--yg,,a
ou encore
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Les gl=, gla s’annulant identiquement, cela se ruit

1 3g=a 1
2 u--=-u

ou enfin --L-((ul)-g)=O c. q. f. d.

Etudions maintenant la structure d’un espace V", dont le groupe
d’holonomie laisse un p-plan fixe (et non seulement sa direction). Dans
ce cas, le groupe r laisse, plus forte raison, un p-plan invariant, et
l’espace est par suite dcomposable en forme

V’*= V’ x V’*-

De plus, on voit facilement que le groupe d’holonomie de l’espace V
laisse un point fixe. D’ofi l’on obtient

Th6orme V. Si le groupe d’holonomie d’u espace riemannien
V laisse un p-plan fixe, V" es le prodwit pythagorien d’un V et un
V-, ee dernier admetant un champ des vecteurs concourants, et
rdciproquement.

En terminant l’auteur tient remercier M.K.o Yano, qui lui a
suggr ces questions et l’a engag ces recherches.


