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40. Sur la réductibilité du groupe d’holonomie.
Il. Les espaces de Riemann.

Par Makoto ABE.

Institut Mathématique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., April 12, 1944.)

Nous avons étudié dans la Note précédente (citée dans la suite
par “R I”) la structure des espaces i connexion affine, dont les
groupes d’holonomie laissent invariante la direction d’un plan & p
dimensions. Nous allons maintenant considérer en particulier le cas
des espaces riemanniens.

§1. La réductibilité complete des espaces riemanniens.

Soit V™ un espace riemannien 4 n dimensions. Le groupe d’holo-
nomie g de V" est alors un groupe (connexe) des déplacements eucli-
diens et le groupe ¥ (Voir R I) un groupe (connexe) des transformations
orthogonales. Par suite 7y est completement réductible. Si 7 laisse
done un p-plan X? fixe, il laisse aussi fixe le (n—p)-plan I™® per-
pendiculaire & X?. L’espace étant sans torsion, il existent alors (R I,
§4) dans V™ une famille & n—p paramétres des p-plans E? paralleles
entre eux et une famille & p paramétres des (n—p)-plans E=?
paralleles entre eux, de sorte que chaque E? de la premiere famille
est perpendiculaire & chaque E"? de la deuxiéme. Sil’on adopte done
un systéme de coordonnées u, ..., u™, tel que les E'® soient donnés par

uP*=const, ..., u*=const,
et les E™ 7 ‘par
u'=const, ..., u?=const,

la connexion affine de cet espace prendra la forme suivante (R I, §4)
dP=du’e;+du’,,
(1) de;=I¥du’e; ,
de,= [duPe,

i’jl k=1? ce p’

a B, r=p+1,...,m,

les coefficients, I'f, I'S s’annulant identiquement. De plus, la métrique
de V™ sera de la forme

2 ds*=gi;du’du’ + g, pdu’du® ,

parce que g;,=e;e,=0 a cause de la perpendicularité des deux familles
des plans.

Maintenant nous allons faire voir que les g;; me dépendent que
des variables u* (i=1, ...,p) et les 9,5 que des u* (a=p+1,...,m). En
effet, il résulte des identités

1) M. Abe: Sur la réductibilité du groupe d’holonomie. I. Les espaces 3 con-
nexion affine, Proc. 20 (1944), 56-60.
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, Tija=gul E+gisl & =0
qu'on a
.ag}'j,..l_ ag:ia — 6gia =0
ou*  ouwt  ouw

Or, les g, 95, S'annulant identiquement, cela se réduit a

09:5 _
uc 0,
c.q.f.d.
Les deux termes ggdu’du’ et g,pdu’du® sont donc respectivement
les formes métriques fondamentales ds? et ds? des espaces riemanniens
VP et Vr:

3 ds*=dsi+dsj .

V™ est 1’espace produit des espaces V? et V™2, dont la métrique (3)
est déduite de celles de V? et V™ ? par le théoréme de Pythagore.
Convenons de dire pour cette raison que lespace V" est le produit
pythagorien des deux espaces V? et V™ ? et désignons cela par

Vr=V?x VP,

(De méme, on définit le produit pythagorien des plus de deux espaces
facteurs.)

En résumé, on a obtenu (la réciproque étant évidente)

Théoreme 1. Si le groupe v d’'un espace rigmamnien V™ est ré-
ductible, et laisse invariant un plan & p dimensions, V™ est le produit
pythagorien d’un V? et un V™ P. Réciproquement, st V™ est le produit
pythagorien de deux espaces, le groupe v de V™ est réductible.

Si un V™ n’admet aucune décomposition en produit pythagorien,
nous dirons que V™ est irréductible; d’aprés le théoreme I cela équi-
vaut & lirréductibilité du groupe 7.

Décomposons maintenant le groupe orthogonal y d'un espace rie-
mannien V" i la forme réduite

Ty 0
T;
(4) 79 T= K . )
T.
0 E,

o Ty ..., T, sont les composantes irréductibles respectivement de dégré
p,>1, v=1,...,7. Les composantes irréductibles de dégré 1 se ré-
duisent identiquement a 1, parce que T est une transformation ortho-
gonale appartenant & un groupe connexe ; ces composantes (p en nombre)
sont condenisées dans une seule matrice unité E,. D’aprés le théoréme
précédent on obtiendra alors la décomposition de I’espace V™ en produit
pythagorien des espaces, correspondant respectivement aux composantes
Tb (AAE] Tr’ EP :

(5) Vr=Vox.x VxR (pt-+p+p=n).

Les facteurs V7, ..., V? sont des espaces irrédictibles non euclidiens
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et le dernier facteur R” est un espace euclidien & p dimensions. La
décomposition (4) étant unique®, la décomposition (5) est possible aussi
d’une seule manieére. On arrive ainsi au

Théoreme II (Théoreme de la réductibilité complete des espaces de
Riemann)®. Un espace riemannien est décomposable (au moins locale-
ment) en produit pythagorien de plusieurs espaces irréductibles non
euclidiens et un espace euclidien. Cette décomposition est possible d’'une
seule maniere déterminée.

Des considérations précédentes résulte immédiatement en par-
ticulier

Théoreme III®. Si V™ admet p champs des wvecteurs paralleles
linéairement indépendents, V™ est le produit pythagorien dun espace
euclidien R® et un espace riemannien V™ P -

Vr=RPx VP
et réciproquement.

$2. Les espaces riemanniens irréductibles.

Le groupe 7 d’un espace riemannien irréductible V* est un groupe
irréductible des rotations. Il est donc?:

i) ou bien un groupe absolument irréductible des rotations,
ii) ou bien le groupe irréductible, mais non absolument irréductible,
obtenu en substituant
. ab
a-+bi par (—-b a)
dans un groupe complexe irréductible r* des transformations
unitaires de dégré »/2 (n: pair).

Or, d’aprés un théoréme de M. E. Cartan®, un groupe linéaire
complexe irréductible est le produit kroneckerien des groupes linéaires
irréductibles de structures simples et éventuellement d'un groupe de
dégré 1. Par conséquent,

dans le cas i), 7 est le produit kroneckerien des groupes orthogonauw
absolument irréductibles de structures simples (r est done un groupe
semi-simple clos) : et

dans le cas ii), 7* est le produit kromeckerien des groupes unitaires
srréductibles de structures simples et éventuellement d’un groupe des
transformations e*.

1) Parce que les composantes T}, ..., Ty, Ep sont inéquivalentes entre elles. En
effet, les 7% peuvent méme se varier indépendemment 'une de l’autre.

2) M.E. Cartan a démontré ce théoréme dans le cas particulier des espaces
riemanniens symétriques, par une méthode tout a fait différente d’ailleurs. Voir p. ex.
E. Cartan: La théorie des groupes finis et continus et PAnalysis situs (Mémorial des
Sc. Math. XLII, 1930), Chap. IV.

3) Ce probléme a été traité par M.L.P. Eisenhart (Transactions of Amer. Math.
Soc., 28 (1925), 563-573), mais il me semble que sa solution en n’est pas compléte.

4) Voir M. Abe: Irreduzibilitdt und absolute Irreduzibilitit der Matrizensysteme,
Proc. Phys.-Math. Soc. Japan (3) 24 (1942), 769~789, §6.

§) E. Cartan: Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune multi-
plicité plane, Bull. Soc. Math. France 41 (1913), Voir aussi C. Chevalley: Les repré-
sentations des algébres de Lie (Séminaire de Mathématiques IV (1936-37), “Travaux
de M. Elie Cartan”).
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L’espace riemannien 3 deux dimensions est le type le plus simple
des espaces irréductibles, dont le groupe 7 n’est pas absolument irré-
ductible (R I, §5). On peut démontrer d’ailleurs, comme en R I, §5,
qu'un espace 4 2m dimensions de type ii) admet, considéré comme
espace 4 connexion unitaire, deux familles des m-plans paralleles. Tout
espace i connexion unitaire sans torsion & m dimensions est irréductible
de type ii), ’il est irréductible, considéré comme espace riemannien &
2m dimensions, mais la réciproque n’est pas toujours vraie, comme on
le voit dans le cas m=1.

Les espaces & courbure constante non nulle sont aussi irréductibles®.
La forme du tenseur de courbure

Rijiy= — K(9ings— 9ic9 %)

montre en effet, que le groupe 7 d’'un tel espace contient toutes les
rotations infinitésimales, et, par conséquent, est le groupe de toutes
les transformations orthogonales. Ces espaces sont donc irréductibles,
et, de plus, de type i) sauf eeux & 2 dimensions.

Un autre exemple des types des espaces irréductibles est celui des
espaces de groupes simples clos G. Le groupe 7 est alors le groupe
adjoint de G¥; il est irréductible de type i) ou ii), suivant que 7
reste simple ou non dans le domaine complexe.

§8. Les métriques définissant la, connexion affine donnée.

Nous sommes maintenant en mesure de répondre 4 la question
posée au début de R I: quelle est la métrique la plus générale qui
définit la connexion affine d'un espace riemannien donné? Soit le
groupe 7 de cet espace réduit & la forme (4). Il s’agit de déterminer
la forme quadratique définie positive ¢, qui est invariante par le groupe
linéaire y. Elle est en tout cas la somme des formes ¢, ..., ¢,, ¢:

g=p1t+tepty,

ol ¢y, ..., ¢, sont les formes invariantes respectivement par les
groupes des T, ..., T, E,, parce que ces composantes sont inéquivalentes
entre elles. Or, les T; constituant un groupe irréductible, la forme ¢;
est uniquement déterminée & un facteur constant prés; au contraire,
¢ est une forme quadratique définie positive arbitraire. De 13 résulte

Théoreme IV. Soit un espace riemannien V™ décomposé en produit
pythagorien en forme (4), et soit

d¢=ds+ - +de+ > (du
a=n—p+1
la décomposition correspondante de ds®. La métrique memannienne la
plus générale qui définit la connexion affine de Uespace V™ est alors
donnée par la formule

1) Il n’admet donc en particulier aucun champ des vecteurs paralléles. Voir K.
Yano: Sur le parallélisme et la concourance dans I'espace de Riemann, Proc. 19 (1943),
189-197, Théoréme 6 5.

2) M. Abe: Sur la métrique riemannienne et I'élément de volume dans les espaces
de groupes de Lie, Proc. 19 (1943), 629-634.
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d¥=c,dsi+ - +e.dst+ i ﬂg,lgdu“du" ,

a, f=n-p

ot ¢, ..., ¢, sont les coefficients constants positifs arbitraires et le
dernier terme est une forme quadratique définie positive arbitraire
aux coefficients comstants en du™?*, ..., du".

En particulier, la métrique d’un espace irréductible (p. ex. un
espace 3 courbure constante non nulle) est déterminée & un facteur
constant prés par sa connexion affine

§4. Les espaces riemanniens, dont le groupe d’holonomie laisse
un p-plan fize.

M.S. Sasaki® a démontré qu'un espace riemannien V*, dont le
groupe d’holonomie laisse un point fixe, admet un champ des vecteurs
concourants et sa métrique est de la forme suivante

dé=(du' P+ (ugredudu®, o,f=2,...,m, giz=gaW? ..., u").

On peut aussi déduire cette forme de la métrique par un caleul analogue
3 celui dans §1: Soit P, le point de I'espace euclidien tangent en P,
qui est invariant par le groupe d’holonomie g (attaché au point P).

—>
En désignant var %' la longueur du vecteur P,P. on a
P=P,+ve, e=1.

Le champ des vecteurs (concourants) e; engendre une congruence des
géodésiques, qui sont données par les équations

6) u*=const, ..., u*=const

par le choix convenable des parametres u ...,u". Si I'on déplace le
point P 4 un point infiniment voisin de P, on a

7) dP=du‘e1+u1de1 ,

dP, s’annulant identiquement. En particulier, ’équation du'=0 entraine
dPe;=u'dee;=0; c’est-d-dire, les hypersurfaces u'=const sont perpen-
diculaires aux géodésiques (6). Les n parametres u,...,u" localisent
done uniquement un point de V™. En posant

() dP=du'e;+du’e,
on a gi.=€e,=0, a=2,..,m.
La métriaue prend ainsi la forme
ds?=(du')>+ g, gdu’du’ .
Or, il résulte des formules (7) et (7')

=144 _1 _1
de;-ﬁdu e, oOu 112——1—‘;85 ou I}g,,——ungaB

1 ( 0g1s , 9 dgl,,)_ 1
ou encore -— 4 228 e )= 2 g o,
2\ ou*  out ouf u! 9ot

1) fEakBR: ww/ 4 0BR—BRA—FNETRCT 3 ) -~ 2ol
<, BARSMEBTHE 16 & (1942), 193-201.
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Les g1, g1 S'annulant identiquement, cela se réduit 3

1 Qg_"_@_— 1 ]
2 ou W
ou enfin _éi—l((ul)_zg"a) =0, c.q.f. d.

Etudions maintenant la structure d’un espace V*, dont le groupe
d’holonomie laisse un p-plan fixe (et non seulement sa direction). Dans
ce cas, le groupe 7 laisse, & plus forte raison, un p-plan invariant, et
I’espace est par suite décomposable en forme

Vr=Vrx Ve,

De plus, on voit facilement que le groupe d’holonomie de ’espace V2
laisse un point fixe. D’ou I'on obtient

Théoreme V. Si le groupe d’holonomie d’un espace riemannien
V™ laisse un p-plan fixe, V* est le produit pythagorien d'un V?® et un
V™ ?, ce dernier admettant un champ des wvecteurs concourants, et
réciproquement.

En terminant 'auteur tient & remercier M. K., Yano, qui lui a
suggéré ces questions et I’a engagé & ces recherches.



