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ber die Harmonischen Tensorfelder in Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten, (11).

Von Kunihiko KODAIRA.
Physikalisches Institut der Kaiserlichen Universit, Tokyo.

(Comm. by T. TAKAG, MoI.A., May 12, 1944.)

II. Felder mit gegebenen Singularitdten Anwendungen
auf die Funktionentheorie.

5. Fe!der mit gegebenen Singularit4ten. Zurchst geben wir
genau an, was unter dem Ausdruck ein harmonisches Tensorfeld hat
eine gegebene Singularitt" verstanden werden soll. Es sei F eine
abgeschlossene Menge in !9 ohne inneren Punkt, und U eine Umgebung
yon F. Ferner sei ein in U-S’ regulres harmonisches Tensorfeld (

gegeben. Ist nun e ein auf definiertes (nicht immer iberall regul4res)
harmonisches Tensorfeld und gilt

e=q-Z in U-F,

wo Z ein in U iberall regulgres Iarmonisches Feld ist, so sagen wit
e und haben auf F diaselbe Singularitdt, und schreiben

e in F.

Die Singularit/it yon e auf F wird also mit (P gegeben. Es handelt
sich nun um folgendes Problem" Gegeben seien (P und F. Gesucht wird
ein in -F iberall regulates harraonisches e mite (P in F. Um
die wegen der Lage von F in verwickelten Schwierigkeiten zu
vermeiden, setzen wir voraus, dass F in einer geod/itischen Kugel
enthalten ist. Die 0berfl/iche yon bezeichnen wir mit S, und das
Innere von mit G. Die Antwort auf unser Problem ist gegeben
dutch den

Satz 8. Es sei p der Rang yon (#1). i) Falls 2 n-2, exis-
tiert immer ein gesuchtes e. ii) Falls p=l bzw. p=n-1, existiert sin
e unter der Bedingungs)"

(5.1) I r/-d 0,
s

bzw

(5.)* (, s)=o.

Zum Beweis brauchen wir folgendes
Lemma. In der Umgebung yon S gibt es und C mit

=t:*=rC.

1) Die Fille p=0 und #=n sind trivial.
2) Ist n=2, so miissen die beiden Bedingungen (5.1) und (5.1)* erfiillt sein.
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Beweis. Wegen (3.18) genfigt es nur die Existenz yon zu zeigen.
Es sei der Mittelpunkt yon , r=r(z, ) der geodtisehe Abstand yon

his r der Radius yon , und v, 2, ..., v- ein Parametersystem
auf S. Dann wird ein Punkt x in der Umgebung vo S dargestellt
durch v(z, ) und die Koordinaten (vt, v, ..., v-) des Schnittpunktes
yon der geoditisehen Linie durch x und mit S. Wir benutzen also
die Koordinaten

z=, z=v2,...,-=v-, =r(,)-r

in der Umgebung yon S. Dann genfigt das Tensorfeld

()S---’ (k..J(ffl, 2, Xn-1, 0) (j, k, ..., n)

auf S der Gleichung *)s--O, ist also wegen (5.1)* in , enthalten.
Nach Bemerkung 2 im 3 gibt es daher ein s mit Ps=r*s. Das
gesuchte wird dann gegeben durch

r..z(a x-, r)= s...(x, ..., x2-) + I (P’"z(x’ "’" x’‘-’ r)dr,
F,..z 0.

Beweis des Satzes. Es sei c eine 2-real stetig differenzierbare
Fortsetzung yon C auf , und eine ebensolche Fortsetzung yon q
auf -. Setzt man

c in= r* in

so gehSrt offenbar zu e, lfisst sich also in der Form

=e+h e e 9-@, he @
zerlegen. Nun definieren wit e dutch

e= e+-re in

unct o durch

,= in ,
r* in -.

Dann gilt offenbar e=’-h. Ferner st e n -F era regu/
harmonsch. Denn, sind 7, in -F liegende Funkutionen, so gilt
weren r* O, (k, r) o

(e, r)=(-h. r)=0;

und andererseits wegen C-re=0 auf S

(e, c*)=(- r,c, z*)a=Is{ (-rc)}V’ d=O

e ist also nach dem Satz 6 in i]-F regul/ir harmonisch. In analoger
Weise gilt ftir in G liegende Funktionen y, "
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(el-- C, y) (h, y) 0,

(e- c, *)= 0.

el-rc ist also in G regular harmonisch. Also folgt e P in F,
w.z.b.w.

Uber die Eindeutigkeit yon e gibt folgender Satz Auskunft’
Satz 9. Es seien Zf, Z,..., Z die -dim. inear unabhangigen

Grundzyklen yon 3. Unter der Bedingungen des Satzes 8, wird das
harmonische Feld e mit e., in F eindeutig bestimmt, sobald die
Perioden r=(e,Z) auf Z gegeben werden.

Beweis. Gilt e...f in F, so ist offenbar e-re P, und die
Behauptung folgt aus dem Satz 2.

Betrachten wir schliesslich das harmonische skalare (d. h. 0-dim.)
Potential mit gegebenen Polen und Residuen ". Hieriiber gilt der

Satz 10. Sind endlich vide Punkte auf und Residuen in
gegeben, so existiert ein in bis auf die Pole regulates harmon-

isches skalares Potential u mit

ur-’a(1T-..}/logr{r+ ...} in $, r=r(x, ),

sobald 2 0 ist.
Beweis. Jedes harmonische skalare Potential u ist bis auf additive

Konstante auf das harmonische Vektorfeld e mit Perioden 0 durch die
Relation e=r*u ein-eindeutig bezogen. Es geniigt also die Existenz
von e zu zeigen. Einfachheitshalber beschrnken wit uns auf den
Fall, wo nur zwei Punkte $, $. in einer Kugel mit den Residuen
6, a.=-a in Frage kommen. Setzt man r =r(x, ), so gibt es nach
dem Satz 3 ein harmonisches skalares Petential

u--r-’(+...} +logr{+...}.
Bildet man (P--*u+*u, so gentigt 0 der Gleichung

s/
d=0,

also existiert nach Satz 8 und Satz 9 das gesuchte harmonische Feld
e 0 mit Perioden 0.

6. Abelsche Integrale auf Riemannschen FJachen. Es sei eine
Riemannsche Flche. Die lokalen Koordinaten (,, Ortsuniformisierende ")
auf bezeichnen wir allgemein mit z=:c/iy. ist bekanntlich ein
konformer Raum. Ist also =(1, 3) ein kovarianter Vektor, so auch
b=(,-1); ein Vektor ist hier zugleich eine Vektordichte. Es gibt
also auf nur drei Arten interessanter Felder Vektorfelder , ,,
Skalarfelder (=Felder der Tensordichte 2-ten Ranges): u, 7, und
Felder der Skalardichte (=Tensorfelder 2-ten Ranges): ,.... Die
bisherige Theorie der Tensorfelder auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten
kann nun auf iibertragen werden, indem gesetzt wird:

*u=(u, u)
u=(,u, -u),

:, -,
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0 =..0 bedeutet.wobei 01= 02
0y

(6.1)

und

Dann gilt

u *u= *u=(+
e= -(*+*) (,+),

(6.2) { (u, *)a)a= (u,u; )aH- IrudI’,f
(u, (r* )a- jrudo,

wobei F eine geschlossene Kurve, G der von ihr begrenzte Bereich is,

udF Iu(idx+ .dy)

Iudo Iu(dy 2dx)

und (,) dieselbe Bedeutung wie in 2 hat. Ferner gilt

(6.3) I {[*" ]gr- Ire"(0" )’:- (0’)

wenn [r*.]=z.*.-z*. bzw. [r.]=z.-r. gesetzt wird.
Als harmonische Tensorfelder in 2-dim. Mannigfa]tigkeiten ver-

dienen offenbar nur die Vektorfelder unser Interesse, und for die
Vektorfelder laufen die Formeln (6.1), (6.2), (6.3) ganz parallel den
entsprechenden Formeln in 3 ffir die Riemannschen Mannigfaltigkeiten.
Insbesondere ist, lokal betrachtet, unser a nichts anderes als das a im
Riemannschen Raum mit der Metrik: ds=dx+dy. Mit der Methode
yon 4 beweist sich also: Is$ eine in G definierte nach Lebesgue
quadrat-summierbare Fun#ion und gil$ (, )=0 fir alle in G liegenden
3-real steig differenzierbaren , so is$ in G regular und es gilt
*==0. (Der Beweis ist hier viel einfacher als in 4, da eine
GrundlSsung" log Izl von vornherein bekannt ist.) Hiernach bekommt

man den
Satz 11. Ist in G nach Lebsgue quadra$-summierbar und gil

(, )=(, r*r/)=O fir alle in G liegenden 2-real steig differenzierbaren, so ist in G regulir und es gilt o=*=0.
Bis dahin ist nicht benutzt, dass geschlossen ist. Nunmehr sei

eine geschlossene Riemannsche Fb.che. Dann ist aus dem Satz 11 nach
der Methode yon 3 gezeigt, dass es ein tiberall regul/ires harmonisches
Vektorfeld mit gegebenen Perioden existiert. Ein harmonisches
Vektorfeld ist aber mittels der Relation

f(z) I dI’ +iI do
mit der analytischen (nicht notwendig eindeutigen) Funktion f(z) auf

bis auf additive Konstante ein-eindeutig verbunden. Die Funktion,
die so aus ein,m iiberall reguliren harmonischen Feld gebildet wird,
ist nichts anders als das Abelsche Integral erster Art.
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Jetzt lassen wir wieder zu, dass auch often sein kann. Es
seien z(=l, ..., m) endlich viele Punkte in einem Kreis mit dem
Rande S und

h
(z) a log (z-z,)+. (z-z)

seien gegeben. Setzt man dann

so gilt

I CdF+iI Cdo=2ia.,S S

Gilt also ,a=0, so geniigt P den Bedingungen (5.1) und (5.1)*.
Nach 5 lisst sich also ein harmonisches Vektorfeld mit

s in z
bilden. Das Abelsche Integral 2-ter bzw. 3-ter Art mit den Singular-
itten in z bekommt man dann als Integral

+ il dof(z)= dr

Errata: Die ersten drei Zeilen des Satzes 1 sind durch
folgende zu ersetzen

Satz 1. Jedem C e L(K) bzw. be e L(D) kann ein unteres
Feld c(C) bzw. c(b) so linear zugeordnet werden, dass fol-
gendes gilt"

(2.14) c(C)=cr(C), c(b) c(rb),


