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111. Einige Darstellungen analytischer Funktionen
und ire Anwendungen auf konforme

Abbildung.

Von Yasaku KOMATU.
Mathematisches Insthut, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., Oat. 12, 1944.)

1. Herglotzsche Darstdlung. Wir betrachten zuerst die Familie
erjenigen im Grundgebiet zl <1 regulir analytischen Funktionen
((z)}, ffir welche die GrSe

als Funktion yon ffir alle r < 1 gleichmig beschrnkt und yon

beschrinkter Schwankung ist. Dann lit sich nach einem Hellyschen
Satz eine monoton wachsende Zahlenfolge (r}, r--, 1 (n--o), so
auswihlen, dab die Limesfunktion

p()-lim p(r, )

hSchstens bis auf eine Nullmenge yon existiert und selbst beschrinkt
und yon beschrnkter Schwankung ist. Somit ergibt sich bekanntlich
die Poisson-Stieltjessche Darstellung nach Herglotz

e -t-z
=-2 (0).

Die genannten Bedingungen ffir p(r, ) sind gewi8 dann erfillt,

falls entweder 9t)(re’) einerseits oder 1:191(re’)]d8 beschrinkt
bleibt.

2. Darstellung fir zf"(z)/f’(z) und verwandte GrSflen. Wir
nehmen nun an, daS eine Funktion f(z) im Einheitskreis regulir
analytisch und im abgeschlossenen Einheitskreis stickweise regulr sei.
Sie verhilt also in z] 1 abgesehen von gewissen endlich vielen
Randpunkten

z=e (/ 1, ..., m), 0 < <... <
regulir und besitzt in jedem solchen Punkte beide bestimmte Grenz-
werte limf’(d) fiir --* ,- 0 sowie fir -* ,+ 0. Ferner setzen
wir jetzt voraus, dab ihre Ableitung if(z) fiberall in zl 1 hSchstens
bis auf solche Ausnahmerandpunkte nullstellenfrei sei. Bezeichnen wir
die SprunghShe lings der Peripherie von argf’(d) im Punkte d mit

(1-a)=arg
f

so ist die Funktion
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)(z) z-d-d-

’(’"() +f’(z) .,,
reeler analytiseh im ganzen [z[ 1, und rdies versehwindet sie
in z ffiO. Wendet man die obengenannte Herglotzsehe Darstellung au
diese Funktion, so ergibt sieh unmittelbar die Gleichung

wegen der RelaritKt yon (z) im ganzen z 1 ist hieri

e()= (e’)a=im

f’(e") " (’-1

worin zur Akrzung mit (p) dieenige Treppenunktion bezeichnet ist,
welche gleich 0 oder 1 ist je nach 0 < , oder p# < 2. Wegen
der so,oft eststellbaren Beziehungen

1 +z (__ )=1 1

ergibt sieh also die Darstellung

f’(z) --Jo
und indem man die durch Einsetzen von z ffi0 aus ihr entshende
Relation yon ihr selbst subtrahiert, 1Rt sie sich auch in die Form

’.’Z)_. 1[=" 1._dargf,(e

bringen, und da offenbar

d 2

sind, gilt welter die Darsllung der Gestalt

f(z) 1 1 d arg df(e)
f(z) e-Z

Ingration fiber z zieht also nach sich

Ig -f()-= "Ig argfr(e")
Y’(O) e-z

und inssondere o1 weir
die Beziehung
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L/iBt man hier r gegen 1 strewn, so erhglt man die Beziehunff

lg f’(,) 1

welehe fr eine Gleiehung in Mzug auf die Randwerm yon f() an-
geehen werden kann. Wir Mmerken neMnMi, dab die letz Gleiehun
auf ein Problem Mr die eMne PoMntialBmg um ein Tra#gel-
profl anwendbar it, was ieh in eer demneht in dem
Aeronaut. Bei. Nipn erheinenden Nora zeig will.

Wir Mthmn nun eine analTtihe nkon f(z), und nehmen

hieri zunhst an, g das Inal of() den Binngen

Rlit fr die h den obin rlngenhn ktionen
f(z) n. Hier wollen wir ar etwas allgemner zuln, da
die nktion f(z) lMt in [z]< 1 eine endliche Anza der Nullsllen
a, (xffi 1, ..., N) und der Pole b (a 1, ..., P) sien df, woi
lche Sllen narlich ihrer Mehdaceit gem ausgehlt werden
sollen. Wenn man demgem die nkon

F(z)=f(z) 1 1-,z ,-t 1-a,z

trachtet und dann auf die damit bilde in z[ 1 rle
nkfion

P,) __, (1-, l), + 1- b, ’) + 1-)

die Herglohe Darsllung anwendet, erht man unr ck-
sichng der fr jen im Einheikreis gelenen Punkt e allgemein
lnden ziehung

1 e+z e-e 1+

nh einigen einfaehen Uormungen, die Dllung

_N 1

uM die le lgt sich wen der oftener henden Beziehung- d argf(e)--N-P
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auch in die Gestalt

=-- . dargf(+5]
f(z)

bringen. Na Integration ergibt ch daraus weiter

b derart stimmt werden muB, dag der Grenzwert

Jim

endlich und nicht verhwindend ist; alle hier auftretenden Zw4ge der
garithmen s41en in =0 verschwinden.

hht abbind nk$ionn. Ich mSchte nun kurz darauf auf-
mrksam machen, da die on hrgeleiteten Dar$llungen in sehr
einfacher
der im Einheitskri schlichten nktionn naeh sich ziehen. Betraehten
wir twa ein liebige in z 1 normier rgulare schlich Funktion

welche
ffir aolche Funktion ste di Ungleichung

g"(z) >o

in [z[( 1 und folglich wAchst d aus ihr gebildete Ausdruck

o

f jen Wt yon (< 1) monon in zug uf . Es gelten aur-
dem p(r, 0) =0 und p(r, 2=)=2=. Somit sht, wie on rle
wurde, die Drsllg

1 d’+zdp(),

worn () eine monon waehnde enk und firdiea (0)0
and p(2)2 nfigende Funktion eu. Daher kann man sofor
die
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l+{zl -f’(z) =l-}zl
schlieBen, und welter aus der der Division dutch z nschfolgenden
Integration der soeben erhaltenen Darstellung unmittelhar folgenden
Beziehung

lg f’(z) -"lg---dp(o)
gewinnt man noeh die Abschitzungen

Min 2 Ig < Ilgf’(z) l Max 2 Ig

und beide bekannte Verzerrungsungleichungen

__1 < If’(z) < 1 und }argf’(z) < 2 arcsin
1/11)’ 1-11)

Man best/itigt dabei leicht, dab jedes Gleichheitszeichen in diesen Ver-
zerrungsorrneln nut dann gilt, wenn die Funktion f(z) eine Abbildung
des Einheitskreises auf eine Hslbebene vermittelt, d.h. die Gestalt
rd(1 +z) mit I 1-- 1 besitzt.

Beachtet man erner, dab die Funktion -2 lg(1--z) Iiir alle
;ieden konzentrischen Kreis I 1< (< 1) ut ein und dasselbe Gebiet,
also wie das der Funktion 9. lg (l-z), welches oenbar konvex ist,
so olgt dsrsus wegen der Monotonitt yon p(p) mit
der olgende yon Strohh/icker herriihrende Satz: Piir beliebige konvex
sbbildende normierte schlichte Funktionen liegt jeder Punkt
(I z01< e < 1) immer in demjenigen sbgeschlossenen Gebiet, dss dutch
die Abbildungsfunktion z/(1-z) aus zl < r entsteht.

Auch im Falle der Abbildungsunktionenklasse, deren jede Funk-
tion schlichte normierte Abbildung des Einheitskreises au ein Stern-
gebiet vermittelt, kann man ganz /ihnlicherweise verahren und somit
die entsprechenden Resultste herleiten, indem man dabei beachtet, dab
iir diese Klasse immer die Ungleichung

gilt, und die Herglotzsche Darstellung au die Funktion
snwendet.

4. Herleitung der Schwarz-Ohristoffelschen Formel fiber Polygonal-
abbildung. Wir sollen jetzt zeigen, dab die sog. Schwarz-Christoffelsche
Transformationsformel fiir eine Funktion, welche den Einheitskreis
in der z-Ebene auf das Innere eines in der w-Ebene gelegenen gerad-
linigen einfachen Polygons abbildet, auch unmittelbar aus unserer
Darstellung hergeleitet werden kann. Bezeichnen wir nimlich die Eck-
punkte eines Bildpolygonalgebiets mit f(e%) (z= l, m) und die
inneren Winkel an diesen Punkten mit a,, dann reduziert sich die
oben angegebene Darstellung hierbei auf eine explizite Gestalt
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1--af"(z) 1 [’ 1----d arg df(e)=’,, "e%, ---zif(z) =7,,o --e--z ’*-
und ergeben sieh also daraus naeh sukzessiven Integrationen beide
Beziehungen

lg f’(z)
__

(1-av) lg
]/(0) -1

und

/-1 0/-1

womit die gesuchte Formel erhalten ist.
5. Darstellung derjenigen Funkion, weIche einen konzenrischen

Kreisring auf ein Polygonalringgebiet abbildet. Falls es die ent-
sprechende Aufgabe fir zweifach zusammenhingende Gebiete betrifft
und man dabei einen konzentrischen Kreisring als Grundgebiet wihlt,
dann kann man, von einer Villatschen Darstellungsformel fiber die in
ihm regulir analytischen Funktionen ausgehend, in ganz analoger
Weise wie oben verfahren. So ergeben sich die folgenden Resultate,
deren Beweise ich in einem bald im Jap. Journ. Math. erscheinenden
Bericht ausffihrlich angeben werde.

Eine regulre Funktion w=f(z) bilde den konzentrischen Kreisring
q zl " 1 au dasjenige in der w-Ebene gelegene gerdlin berenzte
schlichte Polygonalringgebiet ab, dessen iure Randkomponente ein
Polygon mit den Eckpunktenf(d) yon inneren Winkeln (p= 1, n)
sei und dessen innere Randkomponente auch ein anderes Polygon mit
den Eckpunkten f(qe%) yon inneren (beziglich des Bildgebiets aber
,,iuleren") Winkeln /= (=1, ..., n) sei. Dann gilt

1-[ a(i lg z+
g (i lg +0)-

mi wei nut on der Gr6ge und der Lage des Bildgebies
Konsganen und ’, worin die Beeiehnungen
die der Weiersragisehen hrie derjenigen elliisehen Punkionen
beiehen, welehe die ndamenalerioden 2 und -i lg q sigen,
und weier die Konsane e* dutch

gelieer wird.
erner reduier sieh diese Darstellun beim renargan q 0

au die on angegebene Sehwar-Chrisoffelsehe im dnaeh usammen-
hngenden Palle.


