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Die Geschwindigkeitspotentiale und die Kutta-Joukow-
skischen Bedingungen fir die trimungen in vielfach

zusammenhdngenden Gebieten.* L
Von Ysaku KOMTU.

Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitt zu Tokyo.
(Comm. by S. K.KmA, M.I.A., Jan. 12, 1945.)

1. Die Problemstellung.
Wir betrachten eine zweidimensionale PotentialstrSmung um die

n/ 1 vorgegebenen voneinander getrennten Zylinderprofile. Funktionen-
theoretisch besagt, sei ein {n+l)-fach zusammenhingendes Gebiet J
in einer komplexen Z-Ebene als das PotentialstrSmungsfeld gegeben.
Wir nehmen nun an, daft das Gebiet den unendlichfernen Punkt als
inneren Punkt enthilt und jede Randkomponente /’ (=0,1, ...,n)
yon aus einem Kontinuum besteht. Es sei v, die (konjugiert) kom-
plexe Geschwindigkeit im Unendlichen, c der (konstante)Wert der
Stromfunktion auf der Stromlinie lings I und ferner die Zirkula-
tionskonstante um F. Das daran anschliend die Hauptrolle spielende
komplexe Geschwindigkeitspotential (Z) besitzt dann die folgenden
Eigenschaften

1. Sein imaginirer Teil bleibt auf jeder Randkomponente kon-
stant und zwar gilt auf 1

2. Es gilt

d(Z)=u,
1’

wobei das Integral iiber I" im negativen Sinne beziiglich des StrSmung-
gebiets zu nehmen ist; mit anderen Worten ist der Periodizittsmodul
der Funktion )(Z) um jede Randkomponente F simtlich reell und
iibrigens gleich . Nebenbei bemerkt sieht man offenbar ein, da der
Wert solches Integrals immer dann reell ist, wenn die Eigenschaft 1
aufrechterhalten bleibt.

3. Abgesehen yon nur einem einzigen Punkte Z=o, ist die
Funktion (Z) analytisch im Gebiet , aber im allgemeinen mehrdeutig.
An der Ausnahmestelle Z= o besitzt sie im allgemeinen einen logarith-
mischen Verzweigungspunkt; in ihrer Umgebung verhlt sich aber
jeder Zweig der Funktion

z

rcgulir eindcutig, und iibrigens hn ganzen Gebiet -3 bleibt die (reelle)
Funktion

* Diese Forschung wurde auf Kosten der Ausgaben des Unterrichtsministeriums
fiir wissenschaftliche Forschung ausgefiihrt.
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beschrnkt ir simtliche Zweige, worin und im folgenden der Kirze
halber

gesetzt ist. Die (konjugiert) komplexe Geschwindigkeit )’(Z) ist regular
analytisch und eindeutig iiberall in

Fiir das Potential ist eine additive Konstante allerdings fast un-
bedeutend und kann man also etwa verlangen, dat c0=0 ist, indem
man nStigenfalls die Funktion
bezeichnet. Sind nun ein komplexer Wert v, und n+l reelle Werte
(=0, 1, ..., n) beliebig vorgelegt, so wird diejenige in dem an Z=

punktierten (n+2)-fach zusammenhngenden StrSmungsgebiet analy-
tische Funktion (Z), falls existiert, abgsehen yon einer redlen ad-
ditiven Konstante inde.utig bestimmt, welche auf jeder Randkomponente
r einen konstanten imaginen Teil hat, die vorgegebene Zirkulations-
konstante um jede /’ besitzt und weiter den in 3 angegebenen
Singularittscharakter aufweist.

In der Tat sei *(Z) auch eine beliebige Funktion, die sich mit
denselben betreffenden Eigenschaften wie ($(Z) versieht. Die Differenz
@*(Z)-((Z) stellt dann eine im ganzen Gebiet regulir analytische
und sogar eindeutige Funktion dar und ihre Randwerte auf jeder F
besitzen einen konstanten Imagin:,trteil. Da ihr Imaginirteil allerdings
in z iiberall beschrinkt bleiben soll, so mu sie identisch eine Konstante
sein. Wegen de,’ Annahme co=0 ist sie iibrigens reell.

Unter diesen Vorbemerkungen schreiben wir nStigenfalls im fol-
genden mit Beiordnung der zugehSrigen, nicht notwendig voneinander
unablngigen, Parameter c (=1, ..., n) und (=0, 1, ..., n)

(Z)----(Z: c, ..., c, 0, .--, ).

Wir bilden nun das in der Z-Ebene liegende Grundgebiet a durch
eine Funktion

z=Z(z)

konform auf ein in der z-Ebene gelegenes Gebiet D ab; dabei kSnnen
und sollen die den Komponenten r entsprechenden Randkomponenten
C yon D alle als regular analytische und einfach geschlossene.Kurven
vorausgesetzt werden. Bei dieser Abbildung gehe der Punkt Z-oo in
einen inneren Punkt z=z von D fiber, d.h. es gelte

Z(z,) =

und, je nachdem z.-
lim(z-z)Z(z)=A bzw. Z(o)=lim Z(z) =A.

Die durch diese Transformation aus (Z) entstehende Funktion von z
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’(Z(z))=F(z) F(z z, ,, ..., ,, , ..., ,,)

besitzt natiirlich die ganz entsprechenden Eigenschaften fiir das Bild-
gebiet D wie die on treffs (Z) in angegenen

1. Auf jeder Randkomponen C gilt .F(z)=c.
2. Das fir die Randkurve C im neativen Sinne zfiglich D

erstreckte InStal trgt

.o N() is analytiseh in D his auf evtl. nut den Punk ,
und in einer mgebung yon dieser Ausnahmestelle verhlt sieh jer
Zweig yon

F(z)- vA 1
z-z- 2i

lg
z-z

(z m)

bzw.

F(z)-vAz- -2i lg z

regultr analytisch und sogar eindeutig.

(F(z) vA )/ 1
z-zoo .lg/

Z-Zoo

bzwo

2
Ig+ zi

Ferner bleibt die Funktion

(z

beschrinkt im ganzen Gebiet D fiir simtliche analytisch fortgesetzte
Zweige. Ferner ist die Ableitung F’(z) analytisch und eindeutig iiberall
in D.

Die hier ausgefiihrte Neuwahl eines regulir berandeten Bildgebiets
besteht darin, dag wir dadurch die eventuell existierenden Singulariten
auf den Randkomponenten des urspriinglichen Gebiets vermeiden und
sogar unter Umstnden als das neu gewonnene Gebiet D ein geeig-
netes Gebiet normaler Gestalt auswihlen kSnnen.

Man kSnnte die Existenz des Potentials (Z) oder F(z) physikalisch
ftir ersichtlich ansehend erwarten, aber von vornherein scheint es nicht
ganz augenscheinlich zu sein, ob es tatsichlich so ist. In der vor-
liegenden Note soll es sich sicherheitshalber um die Existenz und zugleich
eine Konstruktionsweise des betreffenden Geschwindigkeitspotentials
handeln, und nachdem die Kutta-Joukowskischen Bedingungen in einer
verstndlichen Form aufgestellt werden. In den spiter erwihnten
zweifach bzw. einfach zusammenhingenden Fillen lassen sich sogar
insbesondere die vollen 0-berlegungen ganz explizite durchfiihren.

2. Verallgemeinerte Greensche Funktio.
Wir fiihren nun eine dem Gebiet zugehSrige Funktion ein. Eine

im vorgegebenen Gebiet D auf der z-Ebene definierte reelle Funktion

gCz) gCz; z, ,0, ...,
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erfiille drei folgende 13edingungen
1. g(z) selbst ist in D, yon einem innerhalb D liegenden einzigen

Punkte z abgesehen, eindeutig und regular harmonisch
2. Sie wird in der Ausnahmestelle z logarithmlsch unendlich,

d.h. je nachdem z--k= o oder z oo ist, verhiilt sich die Differenz

1 bzw. g(z)- lg

in einer Umgebung yon z regulr harmonisch
3. Auf jeder Randkomponente C, yon D hat g(z) einen konstantcn

Randwert .
Die Funktion g(z), welche diesen Bedingungen geniigt, wollen wir

als veallgemeinerte Greensche Funktion des Gebiets D mit dem Pol
(oder Quellpunkt) z bezeichnen.

Ihre Existenz und eindeutige Bestimmtheit 1/igt sich leicht iiber-
sehen. Si n/imlich etwa z == co, dann stellt die LSsung des Dirich-
letschen Problems fiir D mit den Rndwerten
auf C, (,=0, 1, ..., n), wo z’ einen beliebigen ’aufteren Punkt von D
bedeutet, gerade die regulir harmonische Funktion g(z)+lglz-zoo
-lglz-z’l dar. Auch beim Falle z= c sind die Umst/inde ganz
iihnlich; man betrachte dabei die LSsung des Drichletschen Problems
mit den Raadwerten ,-lglz-z’l auf C,, welche gerade die Funktion
g(z)-lg]z--z’l liefert. Beziiglich ihrer eindeutigen Bestimmtheit ist
es fast selbstverst/indllch.

Insbesondere ist die Funktion g(z; zoo, 0, ..., 0) nichts anderes als
die gewShnlichc Greensche Funktin yon D. Wir fiihren welter die-
jenigen in D regul’ar harmonischcn Funktionen

U(z) (,=0, 1, ..., n)
ein, welchc dic Dirichletschen Probleme mit den Randwerten

1 (z e C,)
U,(z)

0 (z e C, # C)

tufl0seI1. Aus ihrcn Definitionen folgt unmittelbar die Identit/it

\- U,(z)-- 1

Weiter lftt sich sofort /:bersehen, dat die Relation

.o(z; z, ,,0, ..., ,,.,,.)=.(z
-0

identisch bestcht auf Grund dieser identischen Beziehung 1/igt sich die
Existenz sowie die eindeutige Bestimmtheit der verallgemeinerten Green-
scheu Funktion wieder aufrechterhalten.

Wir bezeichnen jetzt die konjugiert harmonischen Funktionen yon

g und U, mit h bzw. V,,, jede yon dcnen gewiI. bis auf eine additive
Konstantc festge:t-.’llt wird, ud setzen dann

j’(z z..;, ,,,o,..., ,,.,,)= g(z z,,,
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und
W,(z) U,(z)+iV,,(z) (=0,1, ..., n).

Jede von diesen ist eine in D analytisehe Funktion--fir f ist aber
der einzige Punkt z, eine logarithmisehe Verzweigungsstelle--mit
den rein imagirffiren Periodizit/itsmoduln mad besitzt also eine ein-
deutige Ableitung. Bei geeigneter Wahl der rein imaginiren additiven
Konstanten und der Funktionenzweige gelten die sofort ermittelbaren
Beziehungen

W,(z)= 1

und

f(z z, a0,..., a,,)=f(z z.., O, ..., O)+ a., W(z)

identisch. Der Fall z= oo liflt sich in ganz analoger Weise wie bei
z. :k co erledigen, und demgemB der Einfachheit halber wollen wir
im folgenden ausschlieBlich den letzten Fall behandeln. Die Funktion

f(z z**, ao, ..., a)-lg 1

stellt dann eine iiberall in D bis a den evtl. enthaltenen unendlich-
fernen Punkt analytische Funktion mit den rein imaginiren Periodi-
zittsmoduln dar und folglich ist die Funktion if(z; z,., ..., a,) regular
analytisch in D aul3er dem Punkte z=, wo der einfache Pol mit dem
Residuum -1 auftritt. Daher gilt

1 ( df(z Zoo, ao, ...,a)=l

hierbei ist das Integral links iiber eine beliebig innerhalb D ver-
laufende einach geschlossene Kurve 8 um z, zu erstrecken. Wegen
der Eindeutigkeit des reellen Teils g yon f gilt stets die Relation

bier dirfen die Intrale beiderseit iber eine und dieselbe beliebige
gesehlssene Kurve in D genommen werden. 8etch wit nun

und

1 dh(z; zoo, 0, 0)= k,
2rr Jc,

(=0, 1, ..., n)

1 1 I dV(z) a.., (!, O, 1,..., n)dW.(z)= z-- ,2i v.
worin alle Inale fir die treffenden Randkurven im negativen
Sinne zfiglich D zu erstrken sind, dann geln oftener die zie-
hungen

2i c,
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und

k- 1, a,, 0 (/ 0, 1, n).

Wir wollen nun bemerken, dab die Martix () (/, --0, I, ...,
mi der verschwindenden zuehSrigen Determinante gerade den Bank

besitz, und zwar, dab die E-e,mee , (/,--i, ...,)
geb1dete Deerminante a sets yon Null verschieden is.

Wire nmlich a !=0, dann gibe es ein System von nicht smt-
lich verschwindenden reellen Zahlen A (Z 1, ..., n) derart, da die n
Beziehungen , Aa=O (= 1, ..., n)

simultan gelten sollten, und also wiirde die analytische Funktion

K(z)= AW,(z)

regulir eindcutig und folglich beschriinkt iiberall in D. Ferner ist ihr
reeller Tell JK(z) auf jeder Randkurve C (z=l, ..., n) gleich A und
auf Co gleich 0. Da aber eine endliche Anzahl von den zur imaginiren
Achse parallelen Strecken kein beschrnktes Gebiet abgrenzen kann,
so miiite die Funktion K(z) identisch eine Konstante sein. Trotz des
Verschwindens auf Co nimmt K(z) sich widersprechend auf min-
destens einer Kurve C (Z 0} den yon Null verschiedenen Wert A.
Also mu{ tatschlich die n-reihige Determinante

sein.
3. Parallelschlitzabbildung.
Wir bilden nun das in der z-Ebene gelegene (n+ 1)-fach zusammen-

hingende Gebiet D konform auf dasjenige Schlitzgebiet ab, welches
dadurch entsteht, da man die volle ,o-Ebene l/hags der n gewissen
zur reellen Achse parallelen Strken aufschlitzt. Solche Abbildungs-
funktion

wird etwa durch die Normierungsbedingungen am inneren Punkte

(z) oo lim (z- zoo)o(z) vooA

bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt. In der Tat ent-
hlt das durch die lineare Funktion

z* "vA

aus D transformierte Bildgebiet D* den Pankt z:=co als inneren
Punkt, und die Funktion, welche die Abbildung von D* auf ein in der
,o-Ebene gelegenes Parallelschlitzgebiet vermittelt und sogar in einer
Umgebung yon z*= die Gestalt
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,o +-" d.h. fiir z*= o o o und --z* 1

hat, lit sich nach einem Satze von de Possel gewiS, nur von einer
additiven Konstante abgesehen, eindeutig bestimmen.

Auf Grund dieser Oberlegungen lilt sich besonders iibersehen,
da die Differenzen

/--/o (=1, ..., n)
auch in ganz eindeutiger Weise bes$immt werden, worin wir mit
die konstanten Randwerte von -.o(z) auf jeder Randkomponente C
bezeichnen.

4. Konstruktion des komplexen Geschwindigkeitspotentials.
Wir versuchen nun diejenige analytische Funktion F(z) mittels

der oben eingefiihrten Funktionen f(z) und .o(z) zusammenzusetzen,
welche das komplexe Geschwindigkeitspotential fiir das StrSmungs-
gebiet D bei der Vorgabe der ihm zugehSrigen Werte v..A und u
(r 0, 1, ..., n) darstellt.

Zu diesem Zwecke betrachten wir zuerst auf verkehrte Weise die
Funktion

*(z) F(z z,, c, ..., c,,, xo, .,) if(z; z,, ao, .,

und zeigen, da wir, i gigner Wahl der Parameter c (=1, ..., n)
und a (r 0,1, ., n), dieser Funktion o*(z) die charakristischen
Eigenhafn der Schlitzabbildungsfunktion (z) zuoMnen kSnnen.
Auf jer Randkurve C lt nmlich zunhst

* ( 0,1, .,n).. (z)=c+
2u

Weir tr jes hr C im negativen Sinne zfiglich D genom-
mene Ingral

*(z)=-(k+ aa) (=0, 1, ..., n),
C 0

und wegen der schon erwhnten Beziehungen

k=l, a,=0

verhwindet die Summe dieser n+l Inalwer. Also wird eine
notwendige und hinreichende Binng dafr, da die Funktion o*(z)
in D eindeutig sei, durch die Relationen--z(+,,) 0 (= 1, ..., n)

0

er, mittels dcr ersichtlichen elationen a=0 (=1, ..., n),

geliefert. Sieht man diese Bedingtngcn als tin System iinearer
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Gleichungen fiir die Unbekannten u(a,-ao) an, so kann man es stets
in der Form

(/ 1,..., n)

auflSsen; denn wegen des schon bemerkten Nichtverschwindens der
Koeffizientendeterminante [a.! liit sieh die reziproke Matrix (b,,)
yon (a,) einzig bestimmen.

Sind diese Bedingungen erfiillt, dann ist die Funktion ,o*(z) ein-
deutig in D, und weiter verhilt sich die Differenz

regulir analytisch in einer gewissen Umgebung yon z--z=. Die
Differenzfunktion w*(z)-o(z) ist also dann regulRr und beschrinkt
iiberall in D und sogar dort eindeutig. Auf jeder Randkurve C
(p=0, 1, ..., n) ist ihr Imaginirteil konstant und zwar gilt dort

Folglich mu sie identisch eine Konstante sein. Wir erhalten somit
einen Ausdruck fiir das Potential F(z) in der Gestalt

F(z zoo, c, ..., c, o, ..., )-- o(z)+if(z zoo, o, a, ..., )

oder

Fiz; z,, c, ..., c, x0, ..., u)=,o(z)+ if(z; z, O, a-,,o, ..., e-ao)

jedenfalls ist eine unbedeutende additive Konstante vernachlissigt oder
lieber verniinftigerweise in der Willkiirlichkeit der Funktion w(z)
beriicksichtigt zu denken. Hierbei sind die Parameter c, wegen der
ober erwihnten Monodromiebedingungen und der Annahme co=0 durch

( 1, ..., n)

F(z) =-- F(z; z., c,, ..., c,, o, ..., )

..., -’ b..(u-uk.) W,(z)]-,.(z)+ z, z, 0, 0)+
/,-1 -1

eindeutig bestimmt. Setzen wir die betreffenden Werte von u(a-ao)
in den obigen Ausdruck ein, dann gdangen wir scldieJlich zur gesuchten
Darstllung fir d Geschwindigkeitspotential F(z)
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Hiermit ist zugleich die ::stc’.,.= des Potentials F(z) in D, also a.wh
(Z) in d, sicher Jstgestellt, dessen eindeutige Bestimmtheit bis auf
eine ditive Konstan hon ti isL. Die Kua-Joukowakchen Bedingungen.

Auf jeder Randkomnent Fs (j=0, 1, ..., n) des in der Z-Ene
gelegenen StrSmungsbie d i je ein liebir Randpunkt Z vor-
gegen, und die konfome Abbildung Z=Z(z) fore ihn in z auf der
enprhenden Randkue C des Bildgebie D fir, d.h. i
Z=Z(z). Dann laun die Kutta-Jksk Bing

F’(z) F’(z z, c, ..., c,, , ..., )=0 (i=0, 1, ..., n)
worin ffir c, (Z= 1, ..., n) die on gefundenen mills dargeslln
Wer zu eren sind, und wch die n+ 1 Zirkulationskonstann
x (=0, 1, ...,n) timmt werden sollen.

Je solche nng ist augenheinlich eine komplexe Binng.
Ar lt sich stigen, 8 je wirklich mit einer rllen
Binng quivalent ist. Zum Zwke achn wir zuerst, da das-
Diffemnfi dF(z) ln jer Kurve C immer rll ist; denn F(z)
bleibt a jeder C konstant. Da die nkfion F(z) auch auf jer
als rlr angenommenen Randkurve C die Analyfizit ihlt,

ist ihre Ableitung F’(z)natfirlich von der Richng der Differen-
tiation unabhngig. Differentiieren wir also sie etwa ln der Rand-
kurve C, so erbt sich

arg F’(z)=arg d_F() _0 (m),

worin #=arg dz den Winkel zwischen der Tangente von C am Punk
z und der rllen Achse eutet. Mithin ist je GrS eF’(z)
(j=0, 1, ...,n) immer rll und folglich ist die komplexe Binng
F’(z)=O mit einer wesenflich einzigen rllen Binng F’(z)=O
er F’(z)=O quivalent.

Mit Hilfe unserer en gefundenen Darstellung ffir F(z) ffihren
die Binngen F’(z)=O uns zu einem Syem von n+l linearen
Gleichunn ffir die GrSn x ( 0, 1, ..., n) die Kutta-Joukowskihen
Binnn laun nmlich

s=d,o’(z) (=0, 1, ..., n).

Hieri sind zur Abkfirzung

s= ’(z z, 0, ..., 0)- b,,(k-o) W(z)]
2= 1 ml

gtzt, worin 8 fiblicherweise 1 er 0 eutet, je nhdem u=m
bzw. %m ist.

Wie on merkt wurde, sind die smflichen eF’(z) reell, und
gar in ganz analoger Weise ist ersichflich, daft auch ie%f’(z; z, 0,..., 0),
ie%W(z) und e*o’(z) alle rll sind. Mithin sind die Kffizienn
links und die GrSn rhts unseres Gleichungssysms ffir smtlich
rll. Wenn also die (n+l)-reihige Determinante ls[ nur yon Null
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verschieden ist, so lilt es sich immer eindeutigerweise durch reelle .
auflSsen. Die Werte der Zirkulationskonstanten werden nmlich mittds
der gewifl dann exisierend reziproken Matrix (t) yon (s) dutch
die Ausdrfwke

te,o’(z) ( O, 1, ..., n)

gdiefert.


