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16. Die Geschwindigkeitspotentiale und die Kutta-Joukow-
skischen Bedingungen fir die StrSmungen in vielfach

zusammenhngenden Gebieten. I1.

Von Yfisaku KOMTU.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitt zu Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., Feb. 12, 1945.)

6. Vorbemerkungen bei der Spezial’urung zu zweifach zusammen-
hingenden Strungen.

Wir haben uns in der vorderen Hilfte) dieser Note mit den
Problemen beschiftigt, welche sich sowohl auf die Existenz, die ein-
deutige Bestimmtheit und iibrigens eine Darstelhng der Geschwindig-
keitspotentiale als auch auf die zugehSrigen Kutta-Joukowskischen
Bedingungen bei allgemeinen vielfach zusammenhingenden StrSmungen
beziehen. Wir kSnnen wie dabei vorher erwihnt und wollen tatschlich
in dieser Fortsetzung, als milige Beispiele, dieselben Probleme insbe-
sondere dann in ganz expliziter Weise erklren, falls ein zweifach
zusammenhngendes Gebiet als das StrSmungsfeld vorgegeben wird.
Was ein Gebiet betrifft, das eine Punktrandkomponente besitzt, lassen
sich die folgenden Uberlegungen ohne Schwierigkeiten dafiir modifizieren.
Wir beschrinken uns deshalb hierbei auch auf den Fall, wo jede der
eiden Randkomponenten nicht in einen Punkt ausartet, sondern wirk-
lich aus einem Kontinuum besteht.

Bekanntlich lit sich ein beliebig vorgegebenes zweifach zusammen-
hingendes Gebiet solcher Art, d.h. ein sogenanntes Ringgebiet, dessen

Modul, eine wesentlich einzige konforme Invariante, gleich lg _1_ (0 q
q

1) ist, stets konform und schlicht auf den konzentrischen Kreisring
q zl <= 1 abbilden, und iiberdies ist diese Abbildung dann, von einer
Drehung um den Punkt z=O abgesehen, eindeutig bestimmt, wenn
dasjenige Urrandkontinuum ausgezeichnet wird, das etwa der inneren
Randkreisperipherie zl=q entsprechen soll. Fiir das Normalgebiet D,
das wir der Bequemlichkeit halber auch bei den friiheren allgemeinen
Uberlegungen eingefiihrt haben, kSnnen wir also hierbei einen konzen-
trischen Kreisring

R: q<]zi<l
wihlen. Darauf hin haben wir in diesem Falle die wirkliche MSglichkeit,
die expliziten Erklirungen fiir alle auftretenden GrSn zu geben.

7. Verallgemeinerte Greensche Funktion des Kreisringes.

Die (gewShnliche) Greensche Funktion des Kreisringes q1/2 < z] < q-1/2
mit dem reell-positiven Quetlpunkte p lit sich wie bekannt in der Form

1) Derselbe Titel. I, Proc. 21 (1945), %15.
2) Vgl. z.B.R. Courant u. D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik,

1. Bd., 2. Aufl., Berlin, (1931), S. 335-337. Wegen einer anderen Normierung der Sin-
1

gularitt am Quellpunkte ist dort noch ein Faktor - hinzugeffigt.
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00(---1 lg pz)
(q’ < z I< q-)

\ 2,i

liefern. Demgemiii erhalten wit die Greensche Funktion des betreffenden
aus ihm durch eine Drehstrkung um den Nullpunkt entstehenden
Kreisringes R mit einem liebigen Quellpunkte z (q z 1) in
der Gestalt

9(z;z, O, 0)=9*(q-’ z
er, ausffihrlich gesehrieben, naeh Weglassung eines unr dem uren
garithmuszeichen auftretenden einflu$losen Fakrs vom abluten
Betrage Eins, in der Gestalt

g(z" z, O, 0)=- lg i(q-- z)z-- (q <lzl < 1).

(1O0 lg
Eine analytische Funktion, deren rller Teil gerade mit dieser Grn-
hen Funktion reinstimmt, wird also durch den Ausdck

1f(z z., O, O): lg g(q-’z)2- Igq

0(l-Ig
gegen. Schrein wir sie jetzt, mitlst der kannten allgemeinen
Formeln aus der Thrie der elliptihen Funktionen

(2,v) 2,o,e’’’’’. a,(v) ( u) (u)

ao(V)
o

in die Weierstra$ischen Bezeiehnungen mit den Fundamenlperien

2 2 und 2a= 2i lg- um, so erhalten wit schliefllich den Ausdck
q

,(ilg)
(

(1
2,1)f(z z, 0, 0) lg q "-+ -s + lg (q-i z I) lg z+B

e ilg
worin der Kr halber

1 + 2 lg (q-}[z I) lg -lg 1-e.-,)B=(igq ,
Ig (q-z. ) Ig z.
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gesetzt ist.
Beide Dirichletsche Probleme fiir den Kreisring R mit den Rand-

werten

1 (Izl-q)
und U(z)= { 0 (i z =q)

U0(z)
0 (! z [=1) 1

werden offenbar durch die Funktionen

Uo(z) lg z bzw U(z) 1- lg zl
lg q lg q

aufgelSst, und folglich lassen sie sich durch ihre zugehSrigen konjugiert
harmonischen Funktionen in die analytischen Funktionen

Wo(z)- lg z bzw. W(z) 1 lg z
lg q lg q

erginzen. Mithin ist diejenige analytische Funktion

f(z z, ao, a) =f(z z, O, O)+aoWo(z)+aW(z)
vSllig gefunden worden, deren reeller Teil die verallgemeinerte Green-
sche Funktion mit den Randwerten ao und a liefert.

Wit setzen nun, wie bei den allgemeinen Uberlegungen,

1 df(z; zo, 0,0);1 df(z; z., 0, 0) und k=-2--zwischen ihnen gilt natiirlich die stets zu erfiillende Relation k0+k= 1.
Diese beiden GrSn lassen sich hierbei sofort ausrechnen. Aus der
oben angegebenen Darstellung der Funktion f(z;z, 0, 0) folgt nRmlich
zuerst

1 2y ) lg (q--lzoo I)/( lgq-{------ -
Mit Hilfe der allgemeinen Formeln

a(u 2w) e-2’’(u-’)a(u), aa(U- 2w) e-2’’(u-’)(u)

kSnnen wir sie in die einfachere Gestalt

lg q

bringen, und folglich erhalten wir weiter

k=l- lglzl
lg q

Wir haben ferner die Werte der Periodizittsmodul a, (/, -- 0, 1)
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1 W(z) aufzusuchen. Die ersichtlichen Relationen o%.-0von -und o.-l-.-- 0 (/, =0, 1) sind schon allgemein bekannt, aber alle
diese GrSn kSnnen auch einzeln unmittelbar ausgerechnet werden; die
Resultate lauten

1a a0 al0 all
lg q

Die 1-reihige Matrix a, (/, =1) besitzt somit gewiS ihre reziproke
Matrix mit einem einzigen Element

bn g q.

8. Die Parallelschlitzabbildung des Kreisringes.
Wir suchen nun diejenige Funktion

zu finden, welche den Kreisring R konform auf ein in der -Ebene
gelegenes Parallelschlitzgebiet abbildet und sogar den Normierungs-
bedingungen am inneren Punkte z"

(z) oo, lim (z- zoo)o(z)

geniigt; hierbei sei vooA eine vorgegebene komplexe Zahl. Beide zur
reellen Achse parallele Geraden, die die Bildschlitze von zl=q und
zi= 1 tragen, bezeichnen wir mit

=0 bzw. =/.
Wir erwihnen hierauf zwei Verfahren, die Abbildungsfunktion

(z) aufzusuchen. Erstens wie in einer vor kurzem verSffentlichten
Note), wenn wir eine Fuuktion Q(z) durch die Gleichung

o(z)- vooA +iQ(z)

einfiihren, so stellt sie diejenige im Kreisringe R, und wegen der analy-
tischen Fortsetzbarkeit yon (z) sogar auf dem abgeschlossenen Kreis-
ringe q ]zl 1, regulir analytische und sogar eindeutige Funktion
dar, deren reeller Teil gerade das Dirichletsche Problem mit den Rand-
werten

qda z,
91Q(z)

VooA

(z=qe

(z=do)

auflSst. Wir kSnnen also auf sie die Villatsche Darstellung anwenden).

3) Y. Komatu, jber Verzerrungen bei der konformen Parallelschlitzabbildung von
zweifach zusammenhingenden Gebieten, 21 (1945), 1-5.

4) Fiir eine kurze Herleitungsweise dieser Darstellung findet sich nebst dem
betreffenden Literaturverzeichnis in meiner demnfichst erscheinenden Note: Sur la
representation de Villat pour les fonctions analytiques dfinies darts un anneau circulaire
concentrique, Proc. 21 (1945), 94-96.



No. 2.] Die Geschwindigkeitspotentiale und die Kutta-Joukowskischen Bedingungen. 87

Darauf hin lit sie sich in der Gestalt

12(_ vooA )(i lg z+ O)dOQ(z)= Co_z----=
1o"( vooA )a(ilgz/O)dO/ic*&--

qe’
darsllen, worin c* eine rlle Konsn eutet und die hier auf-
trenden elliptischen -Funktionen alle sich ederum a die mit den

ndamenlen 2w=2 und 2w=2i lg ziehen. Formen wit
q

sie nh ein wenig urn, so geng wit zu eir Darsung v

w(z)- vA +i(_0) lg z

wor

eine noch beliebig whlbare kample Konstane bedeutt. Aus der
Monodromiebedingung3 fir die Funktion Q(z) ergibt sich ferner die
Relation

Wir kSnnen natiirlich von dieser Darstellung fiir die Funktion
,(z) ausgehen und tsichlich sie als eine Konstruktionskomponente
fiir das Potential bei unsrem Falle benutzen. Insbesondere wird ihre
Ableitung dann durch

’(z)=
(z-z)’ z . z .

7z o qe-zo
gegeben. Bei diesem Ausdrucke selbst bringt zwar der direkte Grenz-
iibergang zu den Randwerten eine Schwierigkeit mit sich, dal je ein
Integrand rechts dabei im allgemeinen eine Unendlichkeitsstelle zweiter
Ordnung aufweist, aber wir kSrmen sie durch eine kleine Modifikation
leieht vermeiden. Zum Zwecke beachten wir nimlich zuvor, dal die
Difforenz

(u)-) ()_ _1_ cosec
(-) 4 2
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sich fiir alle reellen u regulir verhilt, und da die einfachen Beziehungen

( e1" vooA )(do z)’dO=o "d"-z (1-5)

1’ ( vA ) qe’a dO=-’o xqe’a-z (qe’a-z) (-)
stehen. Nach einigen Berechnungen erhaln wir somit die Rand-
we der Ableitung in den folgenden Formen

id%o,(qe,)=2 vAd" 2,(WA )(qd-z) q

=q o ei( +)-z

)qe(a+)--z 4

vAe’ +ie"*o’(d) 2,
(e,_z)z x

+--o 1( vA )(O+i lg q)
qe(+) z

eia+--z 4 2

Die Inteale rhts in den obigen DarsMllungen ffir o(z) sowie
’(z) liesen sich eigenflieh weiMr ausreehnen. Wit sollen ar hieri
s dessen einen zweiMn mehr direkten Weg einsehlagen. In der
Tat entnehmen wit zunhst auf Grund der sziellen GestMn der
Miden mitMls m=(z) voneinander entsprhenden Gebiete Ms #ausiM1,
da das Spiegelungsprinzip mit Erfolg angewandt rd. Darauf hin
aehMn wit zuerst den merkwfirdigen PeriMizitharakr der -treffende Funktion re(z). Nach dem wohlkannMn Spiegelungsprinzip
1ABt sie sich nmlich fir die Randkreim hinaus sukzessiv in die
nachbarten Kreisringe mit demln Modul analytiseh fotzen,
und sogar nimmt sie dort die zfiglich der effenden Bildsehlitze
spiegelbildlichen Were, d.h. sie genfi den nktionMgleichungen

,o - =(z)+2ifl0 und o 1 =(z)+2ifl,

woraus ohne weires auch die Gleiehung

o +2i= 2i (z)+2i(-

fol. Die durch die sukzessive Fortng entshende nktion ist
dann in der punktiern Ene 0 z] meromorph sie hat laur
einfache Pole, die an den Sllen

5) Eine iihnliche Schlulweise findet sich z.B.a.a.O,z)
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q2q’zoo und (n=0, :t:1, +2, ...)

liegen und die zugehSngen Residuen vooA bzw. )fi. besitzen. Um nun
die Periodizittseigenschaft deutlicher einzusehen, sehen wir sie lieber
fiir die Funktion yore Hilfsargumente w=i lg z an und setzen de.._gemifl

(e-)=(w).

Wegen der Eindeutigkeit von w(z) hat die Funktion /2(w) offenbar eine
reine Periode 2"

(w+2)=(w).

Aber sie besitzt iiberdies auf Grund der obigen Funktionalgleichung

fiir w(z) auch eine Pseudoperiode 2i lg-1- uud zwar geniigt der Relation
q

( 1)=/2(w)/2/ ’1/2 w-{- 2i Ig - fo)

Sie ist deshalb eine elliptische Funktion zweiter Art mit etwa dem
Periodenrechtecke

0 < 9w < 2 (=2,), -lg _1_ <=w - lg 1(=q q -lbrigens lilt sich ohne weiteres iibersehen, dal sie in diesem Rechtecke

gerade zwei einfache Pole i lg z und i lg __!_ mit den Residuen ivooA

bzw. iOoA besitzt. Deshalb mu sie in der Gestalt

12(w) ivooA (w i lg z) i0fi.f 1 ),. w-ilg -I-w-bo

dargestellt werden, wo a0 eine noch beliebig wihlbare komplexe Kon-
stante und 2 eine etwa mittels der soeben genannten Eigenschaften zu
bestimmende Konstante bedeuten. Aus der Bedingung /2(w+2=)=.(w)
folgt zuerst tatsichlich

und sodann, nebenbei naeh der anderen Bedingung w.+.ilg--
=(w)+i(N-N), ergibt sieh mit Riiekieht auf die Legendresehe
Relation wiederum

1-"0 23i( vooA ’ 1 lg 1
\ Zo / q

Folglich erreichen wit eine integralzeichenfreie Darstellung der Paral-
ldschlitzabbildungsfunktion
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9. Das komplexe Geschwindigkeitspotential fir den Kreisring.
Wir sind jetzt in der Lage, das betreffende Gesehwindigkeits-

potential mittels der soeben gefundenen Funktionen f(z;z, ao, a) und
,#(z) zusammenzusetzen. Zunhst besitzt es nach den allgemeinen
lberlegungen allerdings die Gestalt

hierbei bedeutet

C=,to+ + -(B+a)

wiederum eine willkiirliche Konstante, und wenn man die allgemeinen
Uberlegungen wSrtlieh verfolgen will, so ist ihr imagin/irer Teil dutch
die Bedingung ,,F= 0 lngs z =q (also etwa an z=q) festzustellen.
Um nun den Wert yon (xo+x0(a-ao) zu bestimmen, beriicksichtigen
wir die sehon allgemein erw/ihnten Beziehungen

(+)(-o),, -(o+Ok, (o+Oko-o,
woraus die hierbei geltende Relation

(zo+x) a--ao =(zoWz).lg z --o
lg q lg q

sofort folgt. Wir erreichen somit schliefllich die gewnschte voll
Darstellung des komplexen Geschwindigkeitspotentials :

F(z z,.,, c, , x,)= ivy4 (i lg z ) iVt. (’(i lg. --.-

a(i lg ___q_z )
+ _4-_x___ lg 4- C.
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Nebenbei bemerkt wird die Differenz c(--c-co) der Stromfunk-
tionswerte lings beider Randkomponenten dutch

2 z 2 z 2 q

geliefert, was ich auch in einem anderen Ortee anmerkte.
10. Die Kutta-Joukowskischen Bedingungen beim Kreisringe.
Diese Bedingungen fordern nun bei unsrem Falle beide Zirkulations-

konstanten 0 und so zu bestimmen, da die Ableitung F’(z) des
soeben gefundenen Potentials an zwei beliebig vorgegebenen auf je
einer Randkreisperipherie liegenden Punkten verschwindet, welche wir
mit

zo=qe und z=e’
bezeichnen sollen. Die Winkel zwischen den (etwa beziiglich des Gebiets
R negativ gerichteten) Tangenten der Peripherien an diesen Punkten
und der positiv-reellen Achse sind dann gleich

6) Die in Anm.S) zitierte Note.
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Andererseits erhalten wit nach den allgemeinen berlegungen oder
auch auf dekte Weise fir , j O, 1

s,= - {f’(z; zoo, O, O)-bn(k-a,) W(z)}

=(-1)’ i lg----
2rl zl 2

-(-1) { (a(_z_) (ilg z))_ 2__ lg tz 1+(-1)" }
d.h. fir =0,1

S,o=5{i lg z+0)--’ lg z -- 1+(-1)" }= 4

neni merke man hier, da inssondere die Relafionen

So s+_1_ und sn So -2q 2

geln. Die Kffizienndeterminan unseres Gleichungssysms sitzt
also den Wert

((i lgz+) a(i lg z+o))s sOl 1
sn 2 2q 2q

Der Deutlichkeit haler gen wir nh, mitls der kannn
Entwicklungen von - und -nktionen, e Reihenformen ffir die
hieri auftrenden GrSn an, welche laun

(i lg qz+o)=- e" + e, /-- 1 z

sowie ffir u=0,1

So=_ i-lz!" (qe")" 1+(-1Y
q - 1-qh x-z--/ 4q

e’" 1-(-1)
u - 1-q 4u

und darauf hin

}
Die Determinante D ist fiir jeden gegebenen Quellpunkt z, als eine
Funktion vom Argumente qe bzw. e’ betrachtet, nicht identisch
verschwindend und harmonisch. Falls sie yon Null verschieden ist,
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so lassen sich die gesuchten Werte der Zirkulationskonstanten offenbar
mittels der soeben gefundenen Ausdrticke expliziterweise durch

f(z o, a)=lg-Z--’--m---+a, w(z)=v..(z--m)+_O__r

und folglich ergibt sich das Potential in der Gestalt

F(z , ) v(z-m)+ Or + z-m
z-m /-Ig r

+C,o

welche nichts anderes als die gebriuchliche ist.
Die Kutta-Joukowskische Bedingung an einem beliebig vorgege-

benen Profilpunkte zo=m/re fiihrt dann bekanntermaflen zu

u=4=voo(zo-m)=4.rlv sin (arg v+0).

Nachtrag bei der Korrektur.
Ich mug hier eine Entschuldigung klar aussprechen. Nachdem ich

diese Note fertiggeschrieben hatte, land ich bald darauf einige ver-
wandte Literaturen auf, mit denen die letzte Hilfte dieser Note den
gron wesentlich gemeinsamen Teil enthielt: das Bericht von I.E.
Garrick, Potential flow about arbitrary biplane wing section, N.A.C.A.
Tech. Rep. No. 542 (1936), 47-75 sowie die darin zitierte Arbeit yon

M. Lagally, Die reibungslose Strbmung im Auengebiet zweier Kreise,
Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 9 (1929), 299-305. Trotzdem habe
ich hierbei keinen Teil dieser Note gestrichen, erstens der VSlligkeit
halber, zweitens wegen des hauptsichlichen Zweckes fiir die Erklirung
der allgemeinen Uberlegungen, drittens aus Einheitlichkeitsgriinden in
den ganzen Gedankengngen und den Bezeichnungen, und letztens um
somit die verschiedenen auftretenden Quantiten deutlicher zu machem

eindeutig liefern.

Bemerkung.
Zum Schlu sollen wir och darauf aufmerksam machen, da der

einfach zusammenhingende Fall fast unmittelbar auf einfachere und
iibersichtliche Weise erledigt werden kann. Betrachten wir nimlich die
StrSmung in einem Normalgebiet D, etwa im Kreig4uern [z-m I> r,
mit einer Zirkulationskonstante u und einer unendlichfernen Geschwin-
digkeit v-- wir kSnnen und wollen hierbei offenbar o. B. d.A. A 1
nehmen--, so lassen sich alle betreffenden GrSen ganz ausdriicklich
dutch elementare Funktionen darstellen


