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16. Die Geschwindigkeitspotentiale und die Kutta-Joukow-
skischen Bedingungen fiir die Stromungen in vielfach
zusammenhdingenden Gebieten. II.

Von Yasaku KOMATU.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A,, Feb. 12, 1945.)

6. Vorbemerkungen bet der Spezialisierung zu zweifach zusammen-
hingenden Stromungen.

Wir haben uns in der vorderen Halfte® dieser Note mit den
Problemen beschiftigt, weleche sich sowohl auf die Existenz, die ein-
deutige Bestimmtheit und tbrigens eine Darstellung der Geschwindig-
keitspotentiale als auch auf die zugehorigen Kutta-Joukowskischen
Bedingungen bei allgemeinen vielfach zusammenhingenden Stromungen
beziehen. Wir konnen wie dabei vorher erwihnt und wollen tatsichlich
in dieser Fortsetzung, als méaBige Beispiele, dieselben Probleme insbe-
sondere dann in ganz expliziter Weise erkliren, falls ein zweifach
zusammenhéingendes Gebiet als das Stromungsfeld vorgegeben wird.
Was ein Gebiet betrifft, das eine Punktrandkomponente besitzt, lassen
sich die folgenden Uberlegungen ohne Schwierigkeiten dafiir modifizieren.
Wir beschrinken uns deshalb hierbei auch auf den Fall, wo jede der
beiden Randkomponenten nicht in einen Punkt ausartet, sondern wirk-
lich aus einem Kontinuum besteht.

Bekanntlich 148t sich ein beliebig vorgegebenes zweifach zusammen-
hingendes Gebiet solcher Art, d. h. ein sogenanntes Ringgebiet, dessen

Modul, eine wesentlich einzige konforme Invariante, gleich lg 7:— 0<gq

< 1) ist, stets konform und schlicht auf den konzentrischen Kreisring
g <|z| <1 abbilden, und iberdies ist diese Abbildung dann, von einer
Drehung um den Punkt z=0 abgesehen, eindeutig bestimmt, wenn
dasjenige Urrandkontinuum ausgezeichnet wird, das etwa der inneren
Randkreisperipherie | 2|=¢ entsprechen soll. Fiir das Normalgebiet D,
das wir der Bequemlichkeit halber auch bei den friitheren allgemeinen
Uberlegungen eingefithrt haben, konnen wir also hierbei einen konzen-
trischen Kreisring

R: g<|z|<1

wahlen. Darauf hin haben wir in diesem Falle die wirkliche Méglichkeit,
die expliziten Erkldrungen fiir alle auftretenden GroBen zu geben.
7. Verallgemeinerte Greensche Funktion des Kreisringes.

Die (gewohnliche) Greensche Funktion des Kreisringes qi <l|z|< q_%
mit dem reell-positiven Quellpunkte p 148t sich wie bekannt? in der Form

1) Derselbe Titel. I, Proc. 21 (1945), 7-15.
2) Vgl. z.B. R. Courant u. D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik,
1. Bd, 2. Aufl,, Berlin, (1931), S. 335-337. Wegen einer anderen Normierung der Sin-

gularitit am Quellpunkte ist dort noch ein Faktor 2%: hinzugefigt.
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liefern. Demgemif erhalten wir die Greensche Funktion des betreffenden
aus ihm durch eine Drehstreckung um den Nullpunkt entstehenden
Kreisringes B mit einem beliebigen Quellpunkte 2. (¢ <|2.|<1) in
der Gestalt

9*(z; p)=—Rlg|iz @<lzl<gd

0(2; 2y 0,0)=g" ( E Iml ;g *Izml)

oder, ausfiihrlich geschrieben, nach Weglassung eines unter dem auBeren
Logarithmuszeichen auftretenden einfluBlosen Faktors vom absoluten
Betrage Eins, in der Gestalt

g (ol )
g(z ’ zoo, 0, 0)—_- —'m lg 7:((1._‘E z)z Igq Ty Roo

1)
190( 21t le q

(e<lzI<).

Eine analytische Funktion, deren reeller Teil gerade mit dieser Green-
schen Funktion iibereinstimmt, wird also durch den Ausdruck

1 lglz,! 191(—]1-; Ig _z_)
ga 2n1

(2; 2wy 0,0)=—1g { o( )2 e M 2o/
d ) ! ,90(_1»‘ 1g£~ﬁ)
2t q

gegeben. Schreiben wir sie jetzt, mittelst der bekannten allgemeinen
Formeln aus der Theorie der elliptischen Funktionen :

o(2ww) =zw1e2mv2%;,”—) . o(—w)=—olu),

1

oo 2ayp) = ot '9‘;”) ol —u)=oxw) ,
0

in die WeierstraBischen Bezeichnungen mit den Fundamentalperioden
2w,;=27 und 2w;=2ilg —3 um, so erhalten wir schlieflich den Ausdruck

63(i g 593)

f(z; 24,0,0)=Ig - g +< 1 4 2m lg(¢7?2.) lgz+B,
lgq T

o(’i g f-)

o0

worin der Kiirze halber

B=<§q.+ 2’71)1g(q Nealgq :"‘lg[@q n,l(—ll_%qf:_l)z]

~ N 1g (g7 2 ) Ig 2=
T 2

00



No. 2.] Die Geschwindigkeitspotentiale und die Kutta-Joukowskischen Bedingungen. 85

gesetzt 1st.
Beide Dirichletsche Probleme fiir den Kreisring R mit den Rand-
werten
0 (z|=q)
1 (lz|=1)

1 (z|=9 _
Uo(z)—{ 0 (zl=1) und Ul(z)—{

werden offenbar durch die Funktionen
Uyz)= lglz| bzw Ufz)=1— gz
lgq lgg

aufgelost, und folglich lassen sie sich durch ihre zugehérigen konjugiert
harmonischen Funktionen in die analytischen Funktionen

Wiz)=182  baw. Wiz)=1—8%
lgg lgg

erganzen. Mithin ist diejenige analytische Funktion
f(2; 2, a0, 1) =F (2} 2oy 0, 0)+a Wi2) + s Wi(2)

vollig gefunden worden, deren reeller Teil die verallgemeinerte Green-
sche Funktion mit den Randwerten « und «; liefert.
Wir setzen nun, wie bei den allgemeinen Uberlegungen,

k0=“}“‘:§ df(z; ooy 0, 0) und k1=‘-1—:§ df(Z; Zooy 0’ 0) ’
2mt J 1gmq 21t J 11

zwischen ihnen gilt natiirlich die stets zu erfiillende Relation ky+k,=1.
Diese beiden GroBen lassen sich hierbei sofort ausrechnen. Aus der
oben angegebenen Darstellung der Funktion f(z; 2., 0, 0) folgt namlich
zuerst

_ igm—z)_, e )
’“”"z'l“'{lg = :3512;%)2” e ofi lzg—‘L) f
2
+(]—gl3+~-331 ) g (g2 ) -

Mit Hilfe der allgemeinen Formeln
o(U—2w)= —e T 5(y) , oyt —2wy) =I5 (y)
konnen wir sie in die einfachere Gestalt

lgg
bringen, und folglich erhalten wir weiter
k1=1—‘_————]glzwl -
Igq
Wir haben ferner die Werte der Periodizititsmodul a, (g, »=0,1)
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von —Z%EW,,(z) aufzusuchen. Die ersichtlichen Relationen a,+a,,=0

und ag+a,,=0 (#,»=0,1) sind schon allgemein bekannt, aber alle
diese GroBen konnen auch einzeln unmittelbar ausgerechnet werden; die
Resultate lauten

A= —0u = —Ap=0n= ] 1

Die 1-reihige Matrix a,, (¢, »=1) besitzt somit gewiB ihre reziproke
Matrix mit einem einzigen Element

bu=lgq.

8. Die Parallelschlitzabbildung des Kreisringes.
Wir suchen nun diejenige Funktion

o=o(2)

zu finden, welche den Kreisring R konform auf ein in der w-Ebene
gelegenes Parallelschlitzgebiet abbildet und sogar den Normierungs-
bedingungen am inneren Punkte z.:
o(2)= 0 , lim (2—2.)0(2) =v.4

mw
geniigt ; hierbei sei v.A eine vorgegebene komplexe Zahl. Beide zur
reellen Achse parallele Geraden, die die Bildschlitze von |z|=¢ und
|z|=1 tragen, bezeichnen wir mit

8w=ﬁo bzw. .\C_‘y'w=ﬁl.

Wir erwihnen hierauf zwei Verfahren, die Abbildungsfunktion
o(2) aufzusuchen. Erstens wie in einer vor kurzem verdffentlichten
Note®, wenn wir eine Fuuktion Q(z) durch die Gleichung

o)== +iQ(z)
einfithren, so stellt sie diejenige im Kreisringe R, und wegen der analy-
tischen Fortsetzbarkeit von (z) sogar auf dem abgeschlossenen Kreis-
ringe ¢ <|z| <1, regulir analytische und sogar eindeutige Funktion
dar, deren reeller Teil gerade das Dirichletsche Problem mit den Rand-
werten

Bo— S e’,.’,,‘”fz (z=ge")

RQ()= *
R (e=¢")

€ —2«

auflost. Wir konnen also auf sie die Villatsche Darstellung anwenden®.

3) Y. Komatu, Uber Verzerrungen bei der konformen Parallelschlitzabbildung von
zweifach zusammenhingenden Gebieten, 21 (1945), 1-5.

4) Fir eine kurze Herleitungsweise dieser Darstellung findet sich nebst dem
betreffenden Literaturverzeichnis in meiner demnichst erscheinenden Note: Sur la
représentation de Villat pour les fonctions analytiques définies dans un anneau circulaire
concentrique, Proc. 21 (1945), 94-96.



No. 2] Die Geschwindigkeitspotentiale und die Kutta-Joukowskischen Bedingungen. 87
Darauf hin 148t sie sich in der Gestalt

QR)= *Y (B: 3 )C(z Ig z+6)do

-L j: (30—3 qe‘j;_zw Yti g 2+ 0)d0+ic”

darstellen, worin c¢* eine reelle Konstante bedeutet und die hier auf-
tretenden elliptischen {-Funktionen alle sich wiederum auf die mit den

Fundamentalperioden 2w;=27 und 2w;=2¢ lgl beziehen. Formen wir
q

sie noch ein wenig um, so gelangen wir zu einer Darstellung von o(2):

al)=2=4 1 B (g, ) g2

~ 1" 3( e kg +oran

T Y9
+ %s:' 3( q;’a“A )Cs(z lgz+6)do+c,

worin
c=27{(f—fo)+ifr—c"
eine moch beliebig wihlbare komplexe Konstante bedeutet. Aus der

Monodromiebedingung® fiir die Funktion Q(z) ergibt sich ferner die
Relation

Bri—Bo=T— VoA .
Wir koénnen natiirlich von dieser Darstellung fiir die Funktion
«(z) ausgehen und tétsichlich sie als eine Konstruktionskomponente

fiir das Potential bei unsrem Falle benutzen. Insbesondere wird ihre
Ableitung dann durch

/, ;| 27717: af V-4
2)=— +
@) (z—2 w2 N5( Zoo )

R

_ ;zz_ S:ns( e )@(zlng+0)d0

)L°(i Ig 2+ 0)d0

gegeben. Bei diesem Ausdrucke selbst bringt zwar der direkte Grenz-
iibergang zu den Randwerten eine Schwierigkeit mit sich, daB je ein
Integrand rechts dabei im allgemeinen eine Unendlichkeitsstelle zweiter
Ordnung aufweist, aber wir konnen sie durch eine kleine Modifikation
leicht vermeiden. Zum Zwecke beachten wir nimlich zuvor, daf die
Differenz

- _1 K3
K"(u)-l- — =[P(u) A cosec? 2

m)z
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sich fiir alle reellen u regular verhilt, und da8 die einfachen Beziehungen

1 s fd @( VoA ) e __ WA

Ty e?—2z./ (e¥—2z) 1—z22
1/ v.A qe® WwAg
1 . 4e”__ jh= —
m g 0 ( ge”? — 2. ) (ge®®—2)? (—72)

bestehen. Nach einigen Berechnungen erhalten wir somit die Rand-
werte der Ableitung in den folgenden Formen :

~ L s(Gast o potiea

7q (0 +9) __ Zeo

) (_q:“%%l)&—z) ((5"(0)— —1— cosec? —g)}do ,

+"‘1‘f{3< ?LA_, )go(0+ilgq)

T ei(0+(o) — e

~ [ 1 0
Die Integrale rechts in den obigen Darstellungen fir «(z) sowie
«'(2) liesen sich eigentlich weiter ausrechnen. Wir sollen aber hierbei
statt dessen einen zweiten mehr direkten Weg einschlagen. In der
Tat entnehmen wir zunichst auf Grund der speziellen Gestalten der
beiden mittels w=w(z) voneinander entsprechenden Gebiete als plausibel,
daB das Spiegelungsprinzip mit Erfolg angewandt wird®. Darauf hin
beachten wir zuerst den merkwiirdigen Periodizititscharakter der be-
treffenden Funktion «(2). Nach dem wohlbekannten Spiegelungsprinzip
148t sie sich namlich iiber die Randkreise hinaus sukzessiv in die
benachbarten Kreisringe mit demselben Modul analytisch fortsetzen,
und sogar nimmt sie dort die beziiglich der betreffenden Bildschlitze
spiegelbildlichen Werte, d. h. sie geniigt den Funktionalgleichungen

w(:;i)=a;(gj+zipo und w(%)=;(2)+zml,

woraus ohne weiteres auch die Gleichung
w(%)=w(§)+2igl=;,iéi'$é%§;+zip,=w(z)+2i(pl—p.,)

folgt. Die durch die sukzessive Fortsetzung entstehende Funktion ist

dann in der punktierten Ebene 0 <|z| << co meromorph ; sie hat lauter

einfache Pole, die an den Stellen

5) Eine dhnliche SchluBweise findet sich z.B. a. a. 0.2
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2n
¢z und I- (n=0, +1, +2,...)

o0

liegen und die zugehongen Residuen v.A bzw. 7.4 besitzen. Um nun
die Periodizititseigenschaft deutlicher einzusehen, sehen wir sie lieber
fiir die Funktion vom Hilfsargumente w=11gz an und setzen demgemif

ole™™)=2(w) .

Wegen der Eindeutigkeit von (z) hat die Funktion £2(w) offenbar eine
reine Periode 2r :

LQ(w+21)=2(w) .
Aber sie besitzt iiberdies auf Grund der obigen Funktionalgleichung
fiir w(z) auch eine Pseudoperiode 2 Ig% uud zwar genigt der Relation

g(w+ % 1g %) = QW) +2i 1—By)

Sie ist deshalb eine elliptische Funktion zweiter Art mit etwa dem
Periodenrechtecke

0<Rw<2r (=20), —lgt<Jw<lgi(=2).
q q )

Ubrigens 148t sich ohne weiteres iibersehen, daB sie in diesem Rechtecke

gerade zwei einfache Pole 71g 2. und 71g ~—_~1 - mit den Residuen Wl
2o 2
bzw. -—Eiz"';A besitzt. Deshalb muB sie in der Gestalt
9(w)=@;£uw—ilg 7o) — WA C(w—i Ig ?1—)+11w+10
00 z& 00

dargestellt werden, wo 1, eine noch beliebig wihlbare komplexe Kon-
stante und A; eine etwa mittels der soeben genannten Eigenschaften zu
bestimmende Konstante bedeuten. Aus der Bedingung 2(w+27)= 2(w)
folgt zuerst tatsichlich

Il= -2'@_'(\_"5( vooA ’
T oo

und sodann, nebenbei nach der anderen Bedingung .Q('w-l-Zi Ig l)
q

=0Q(w)+2i(B;—f), ergibt sich mit Ricksicht auf die Legendresche
Relation wiederum

Bi—fo= 27/-37;3(&:‘_1_)_ el
Z q

T 2o 2

Folglich erreichen wir eine integralzeichenfreie Darstellung der Paral-
lelschlitzabbildungsfunktion :
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m(z)=ﬂ’214—C(ilg z) Wl L(t1g Z2)+ 212 27"" ( A)lgz+lo
2 Zeo Zeo

o0 00

9. Das komplexe Geschwmdzgkeztspotentwl fir den Kreisring.

Wir sind jetzt in der Lage, das betreffende Gesehwindigkeits-
potential mittels der soeben gefundenen Funktionen f(z; Zw, @, @) und
w(2) zusammenzusetzen. Zunichst besitzt es nach den allgemeinen
Uberlegungen allerdings die Gestalt

F(2; 2 01 %, x1)=w(z)+ﬁ$~f(z: Zees gy 1)

=B y(1g 2 ) %’Am lg 2a)+ 2205 ( 2= Y 1g

0 90

+"°+"l {<(lg 2Z’)lg(qr LI B —“")lgz

a3(i lg%) }+C;

+lg——31~

a('I: lg —;:)

C=21+ M(B +a;)
2m

hierbei bedeutet

wiederum eine willkiirliche Konstante, und wenn man die allgemeinen
Uberlegungen wortlich verfolgen will, so ist ihr imaginirer Teil durch
die Bedingung JF=0 lings |z|=q (also etwa an z=q) festzustellen.
Um nun den Wert von (x+%)(a;—a) zu bestimmen, beriicksichtigen
wir die schon allgemein erwahnten Beziehungen

(xo+x1) (ay— ag)an=211— (% + 1)1 =%+ 1)l — %0 ,
woraus die hierbei geltende Relation

(ot 1) A% = () 18 2l
Igq lgq

sofort folgt. Wir erreichen somit schlieflich die gewiinschte wvolle
Darstellung des komplexen Geschwindigkeitspotentials :

F(2; 2oy €1, %o, X1)= Z’A (1, Ig —) w“’A £(2]1g Z2)

+ { 271t o»(,?ﬁ‘_‘l )+ 7‘“+7‘1 ( 27 ICRIE D—%)'l' 2’2’1’}18 2z
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Nebenbei bemerkt wird die Differenz ¢,(=c¢;—¢) der Stromfunk-
tionswerte lings beider Randkomponenten durch

1o+xl (al—ao) =)‘(\"\‘s‘_'v§4_+_x_l_ lg _ }_—.ﬁ lg ,l.?.‘l';'
2r Zeo 2r |2e| 27 q

geliefert, was ich auch in einem anderen Orte® anmerkte.
10. Die Kutta-Joukowskischen Bedingungen beim Kreisringe.
Diese Bedingungen fordern nun bei unsrem Falle beide Zirkulations-
konstanten % und % so zu bestimmen, daB die Ableitung F/(2) des
soeben gefundenen Potentials an zwei beliecbig vorgegebenen auf je
einer Randkreisperipherie liegenden Punkten verschwindet, welche wir
mit

a=p—PFo—

29=qe* und ="

bezeichnen sollen. Die Winkel zwischen den (etwa beziiglich des Gebiets
R negativ gerichteten) Tangenten der Peripherien an diesen Punkten
und der positiv-reellen Achse sind dann gleich

bh=p+= baw. O=p—I.
0%2 ZW 14’12

Zunéchst ergibt sich unmittelbar
(@ 2y 01,50 0) =22 p(i1g 2 ) - =4 (i g 7.2)
R z 2%

00

+ {27;15 3( VA ) 2ot 29, |+_xo_._}_1_
7 Zoo 2r = 2m) 2z

-t fiig £ )-cig %))

woraus die fraglichen Bedingungen ohne wetteres beide Ulineare
Gleichungen fiir die zu bestimmenden Konstanten x und x nach sich
ziehen, d. h. sie lauten

So%o+ 81 = L5 (7=0,1);
hierbet sind zur Abkiirzung
L2;=e¢"0/(2;)

gesetzt oder, ausfiihrlich geschrieben,

Q= —%8{-”;?—(&‘('& Ig gzt %)+—’Ztl } ,

o= 23{"A(pelgate+ )]

Diese beiden GroBen sind ersichtlich stets reell, wie sie im allgemeinen
so sein miissen.

6) Die in Anm® zitierte Note.
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Andererseits erhalten wir nach den allgemeinen Uberlegungen oder
auch auf direlite Weise fiir »,7=0,1

ol / ) 4
S,i= _—2—7-t— {f (Zj 3 ooy 0, 0) b bn(k] - Uul) Wl(za)}

=i“1—)"l{i(c ilg ) Ui lg )| — 22 g | | - 1HEDN

27!‘le o 2
~(=1y 2 \_efi1e 22— 21 _14+(-1
27(' :l{ (C(zlg m) Cs<zlg 7 » . Ig {2 | 5 },
d. h. fiir »=0,1
3u0=%{8C3(’5 Ig 2+ gpo)———%‘— Ig | 2. | —Ei‘;—l)i} ,
1= —%{85(12 1gz.,°+¢1)——:7:— Ig | 2 I——lj'%;ll)i} ;

nebenbei bemerke man hier, da8 insbesondere die Relationen

1 1
S==8w+—-— und Sn=8n———
e 2nq T o

gelten. Die Koeffizientendeterminante unseres Gleichungssystems besitzt
also den Wert

S0 Sp|
S Su
Der Deutlichkeit halber geben wir noch, mittels der bekannten

Entwicklungen von ¢- und (P-Funktionen, die Reihenformen fiir die
hierbei auftretenden GroBen an, welche lauten

. ——_mg_ (€™, 2
P(i1g gzt @o)= ”211 qz,.\zn +e.-m)’

_ ,nq /q e'mm Z:
Plilg zutp)=—3} " (Tt q”eml)

=—50 ——-sg————{\sC(z 12 2o+ 1) — Ssli 12 2o+ 00)}

D=
2r  2nq

sowie fir »=0,1

Sp=—

1 i liz_oﬂm(ﬂ‘fﬁ)“ _1+(=1)p ,

ng »=1 1—¢* 4Arq
L Lg lmP g e 1—(=1y
> T "z":l 1—-¢™ ( Zoo ) 4r

und darauf hin

_ 1 1 bad { on qe 0 eﬁ(’l }
pi b e (O G I LN e O |
Die Determinante D ist fiir jeden gegebenen Quellpunkt z., als eine
Funktion vom Argumente e bzw. e betrachtet, nicht identisch
verschwindend und harmonisch. Falls sie von Null verschieden ist,
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so lassen sich die gesuchten Werte der Zirkulationskonstanten offenbar
mittels der soeben gefundenen Ausdricke expliziterweise durch

= —ID—(Su-Qo"Slogl) ’ ‘ll=% (500921 — 50120)

eindeutig liefern.

Bemerkung.

Zum SchluB sollen wir noch darauf aufmerksam machen, daB der
einfach zusammenhingende Fall fast unmittelbar auf einfachere und
iibersichtliche Weise erledigt werden kann. Betrachten wir namlich die
Stromung in einem Normalgebiet D, etwa im KreisiuBern |z—m|> 7,
mit einer Zirkulationskonstante x und einer unendlichfernen Geschwin-
digkeit v, — wir konnen und wollen hierbei offenbar o.B.d. A. A=1
nehmen —, so lassen sich alle betreffenden GroBen ganz ausdriicklich
durch elementare Funktionen darstellen :

fz; 0, a)=lg E7™ 44, w(z)=v.,°(z-—m)+—'9—f— ;
r zZ—m

und folglich ergibt sich das Potential in der Gestalt

F(z; o, )=ve—m)+ 2" 4 X 1g2=M 1 ¢,
z—m 2m r
welche nichts anderes als die gebriauchliche ist.
Die Kutta-Joukowskische Bedingung an einem beliebig vorgege-
benen Profilpunkte zy=m+re*° fithrt dann bekanntermafBen zu

2 =47 v(20— M) =477 | v, | Sin (arg v+ ¢p) -

Nachitrag bet der Korrektur.

Ich muB hier eine Entschuldigung klar aussprechen. Nachdem ich
diese Note fertiggeschrieben hatte, fand ich bald darauf einige ver-
wandte Literaturen auf, mit denen die letzte Hilfte dieser Note den
groBen wesentlich gemeinsamen Teil enthielt: das Bericht von I.E.
Garrick, Potential flow about arbitrary biplane wing section, N.A.C.A.
Tech. Rep. No. 542 (1936), 47-75 sowie die darin zitierte Arbeit von
M. Lagally, Die reibungslose Stromung im AuBengebiet zweier Kreise,
Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 9 (1929), 299-305. Trotzdem habe
ich hierbei keinen Teil dieser Note gestrichen, erstens der Volligkeit
halber, zweitens wegen des hauptsichlichen Zweckes fiir die Erklirung
der allgemeinen Uberlegungen, drittens aus Einheitlichkeitsgriinden in
den ganzen Gedankengingen und den Bezeichnungen, und letztens um
somit die verschiedenen auftretenden Quantititen deutlicher zu machen.



