
Equités sur les automates à pic
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Abstract

We study the behaviors of one turn pushdown automata using the no-
tions of fairness defined by L. Priese et al. in [10], as conditions of accep-
tance. We show in particular that these notions are simulable by the modes
of acceptance of J. R. Buchi and D. Muller.

Résumé

On s’intéresse dans ce papier au comportements des automates à pic
en utilisant les notions d’équités définies par L. Priese et al. dans [10] . On
montre en particulier que ces notions d’équités sont simulables par les condi-
tions d’acceptance de J. R. Buchi et D. Muller sur les systèmes à pic. Pour
l’équité définie sur les grammaires algébriques par N. Francez et al. dans [3],
on montre que cette notion d’équité ne peut être équivalente à ces conditions
d’acceptations.

1 Introduction

Dans [10], L.Priese et al. définissent des notions d’équités sur un chemin par rap-
port aux transitions, actions (resp. séquences de transitions, séquences d’actions)
sur un système de transition fini, qui est un modèle sans mémoire interne, et
montrent principalement que les comportements équitables par rapport aux tran-
sitions (resp. actions) sur les automates finis sont des langages infinitaires ra-
tionnels. Nôtre objectif est l’extension de ces notions d’équités aux systèmes à
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pic, qui sont des systèmes avec mèmoires internes, et montrer si ces notions peu-
vent aussi êtres simulables par les conditions d’acceptations de J.R. Buchi et D.
Muller.

Dans la seconde partie, on s’intéresse au concept d’équité définit sur les gram-
maires algébriques par N. Francez et al. dans [ 3] , notée F-équité, ces auteurs
montrent qu’une grammaire algébrique est F-équitable ssi elle n’est pas expan-
sive en d’autres mots s’il n’existe pas une variable qui dédouble dans les pro-
ductions . En appliquant cette notion d’équité, on montre aussi que les gram-
maires linéaires et bilinéaires sur les mots infinis, sont F-équitable c.à.d leurs
dérivations F-équitables sont finies. Finalement, en prenant la F-équité comme
condition d’acceptation sur un automate à pic réduit (tous ses états sont accessi-
bles et coaccessibles), avec mode de reconnaissance par pile vide, on montre qu’il
est F-équitable, ce qui montre d’une manière triviale que cette notion d’équité ne
peut être équivalente aux conditions d’acceptations de D. Muller et J.R. Buchi.,

Le papier est subdivisé en quatre sections, la première section est consacrée
aux préliminaires sur les mots finis, infinis et les notions de dérivation et acces-
sibilité dans une grammaire algébrique. Dans la seconde section on décrit les no-
tions d’équités développées par L. Priese et al. sur les automates finis. Dans
la troisième section on fait étendre ces notions d’équités sur les systèmes à pic.
Enfin la dernière section est consacrée à l’équité sur les grammaires linéaires et
bilinéaires.

2 Préliminaires

Soit Σ un ensemble fini de symboles appelés lettres ou actions. On note Σ∗ le
monoı̈de libre sur Σ, dont les éléments sont appelés mots, d’élément neutre le
mot vide noté ε. On appelle langage sur Σ toute partie de Σ∗. La famille de tous
les langages formés de mots sur Σ coincide avec l’ensemble P (Σ∗) de toutes les
parties sur Σ∗. On définit donc naturellement les opérations réunion, intersec-
tion et complémentation sur les langages. On définit aussi une opération produit
notée ”.” sur P (Σ∗) par:

∀ A, B ∈ P (Σ∗) A.B = {w ∈ Σ∗/ ∃ (u, v) ∈ A × B : w = u.v} .

Un mot infini µ sur Σ est une application µ : N
+ → Σ, où N

+ désigne
l’ensemble des entiers naturels positifs. Pour n ∈ N

+, on note par µ (n) la
n–ième lettre de µ et par µ [n] = µ (1) ...µ (n) le segment initial de longueur n
de µ. L’ensemble des mots infinis sur Σ est noté par Σω et l’ensemble des mots
finis et infinis par Σ∞ = Σ∗ ∪ Σω où ω désigne le premier ordinal dénombrable.

On dit que β ∈ Σ∞ est un facteur gauche de α ∈ Σ∞ que l’on note β ≤ α, s’il
existe γ ∈ Σ∞ tel que α = βγ. Donc, ou bien β ∈ Σ∗ et β = α [n] avec n = |β| est
la longueur du mot β ou bien β ∈ Σω et dans ce cas α = β. La relation ” ≤ ” est
un d’ordre partiel sur Σ∞.

Pour A ⊂ Σ∗. On pose:

Aω =

{

u ∈ Xω / u =
∞

∏
i=1

ui avec ui ∈ A+, ∀ i ∈ N
+

}

, le langage de mots in-

finis construit à partir des mots de A, en particulier si A = {ε} alors Aω = {ε}.
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Une grammaire algébrique est un quadruplet G = (V, Σ, P, S) où Σ, V sont
deux alphabets finis disjoints appelés respectivement alphabet terminal et alpha-
bet non terminal (ensemble de variables) et P est un ensemble fini d’éléments de
V × (Σ ∪ V)∗ ( i.e. P ⊆ V × (Σ ∪ V)∗) appelé règles ou productions de la gram-
maire, S est l’axiome de la grammaire. Une règle (A, α) ∈ P est généralement
notée A −→ α. Une grammaire algébrique est dite linéaire si toute production
dans P est de la forme: A −→ uBv ou bien A −→ u avec u, v ∈ Σ∗ et A, B ∈ V.
On dit q’un mot g ∈ (Σ ∪ V)∗ dérive directement d’un mot f ∈ (Σ ∪ V)∗ qu’on
note f =⇒ g, si et seulement si, ils existent h1, h2 ∈ (Σ ∪ V)∗ et A ∈ V tels que:
f = h1A h2, g = h1α h2 avec A −→ α est une production dans P.
Une dérivation d’un mot f ∈ (Σ ∪ V)∗ en un mot g ∈ (Σ ∪ V)∗ est une suite de
mots de (Σ ∪ V)∗de la forme f = f1, f2, ..., fn, fn+1 = g tels que: ∀i ∈ {1, ..., n},
fi =⇒ fi+1, le nombre n s’appelle l’ordre de la dérivation, cette dérivation est

généralement notée f
∗

=⇒ g si on s’intéresse pas à la longueur n. Une variable A
dans une grammaire algébrique G = (V, Σ, P, S) est dite engendrante s’il existe

un mot x ∈ Σ∗ tel que A
∗

=⇒ x. Une variable A est dite accessible à partir

de l’axiome si S
∗

=⇒ αAβ où α, β ∈ (V ∪ Σ)∗. Une dérivée de G est un mot

α ∈ (V ∪ Σ)∗ tel que S
∗

=⇒ α. On dira qu’une grammaire est réduite ssi toute
variable est accessible et engendrante. On dit que la règle A −→ α est applicable
à la dérivée β ssi β = γAβ tels que: γ, β ∈ (V ∪ Σ)∗.

3 Systèmes de transitions finis et équités

Pour les notions d’équités et les preuves des résultats introduites dans cette sec-
tion le lecteur pourra consulter [10].

Définition 1. Un système de transition fini est un quadruplet S = (Q, Σ, q0, T) tel
que:
(i). Q est un ensemble fini d’états, q0 ∈ Q l’état initial.
(ii). Σ un alphabet fini dit ensemble d’actions.
(iii). T ⊆ Q × (Σ ∪ {ε})× Q ensemble fini de transitions.

Soit σ : q0
a1−→ q1

a2−→ q2 −→ ...
an−→ qn −→ ...un chemin dans S d’origine

l’état initial q0 telle que ∀i ≥ 0, ti = (qi , ai+1, qi+1) est un élément de T de calcul
correspondant C = (qi)i≥0. Le chemin σ est dite maximal dans S si elle es infini
ou bien fini d’extrémité un état q mais sans issue. Si le chemin σ est infini, on
notera t ∈

ω
σ le fait que la transition t occure une infinité de fois dans le chemin

σ et inf (C) l’ensemble des états rencontrés une infinité de fois de le calcul cor-
respondant C. On dira que le chemin σ ∈ T∞ d’origine l’état q0 est x-équitable
avec x ∈ {t, a, c, m} le fait que le chemin σ soit respectivement {transition, action,
chemin, mot} équitable.
On notera

Lx (S) = {w ∈ Σ∞/ ∃ σ ∈ T∞ d’origine q0 x − équitable tel que: w = Π2 (σ)}

le langage x−équitable reconnu par S avec Π2 (α = t1...tn) = Π2 (t1) ...Π2 (tn)
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tel que pour t = (q, a, q′) ∈ T on a Π2 (t) = a . On désigne par x − Re c (Σ∞) la
famille des langages infinitaires x-équitables. Rappelons qu’un langage infinitaire
(i.e L ⊆ Σ∗ ∪ Σω) est dit reconnaissable ssi L ∩ Σ∗est reconnu par un automate
fini et L ∩ Σω est reconnu par un automate de Büchi non déterministe.

Exemple 1. Soient les systèmes de transitions finis S1 et S2 représentés par leurs
graphes de transitions figure 1.

Q1

a

b

Q2

a

b

Q3
ε

S1 S2

Figure 1.

On a Lt (S1) = (a∗bb∗a)∞ et La (S1) = (a∗bb∗a)∞. On a (ab)ω ∈ (a∗bb∗a)∞ et
par conséquent (ab)ω est a−équitable et t−équitable dans S1, mais (ab)ω n’est ni
c−équitable ni m−équitable dans S1. Pour S2, on a Lx (S2) = (a + b)∞ pour tout
x ∈ {t, a, c, m}.
A partir des définitions précédentes, on peut en déduire facilement les résultats
suivants:

Lemme 1. Pour tout système de transition fini S = (Q, Σ, q0, T), on a :
(i). Lt (S) ⊆ La (S).
(ii). Lc (S) ⊆ Lm (S).
(iii). Rat (Σ∗) ⊆ x − Re c (Σ∞).

Le résultat qui suit permet d’affirmer l’équivalence entre la a−équité et la t−équité.

Proposition 1. Pour tout système de transition fini S1 il existe un système de transition
fini S2 tel que La (S1) = Lt (S2).

Le théorème qui suit montre que la condition d’acceptance de D. Muller permet
d’exprimer la a − équité et la t − équité.

Théorème 1. Pour tout système de transition fini S, ils existent des automates finis de
Muller A1, A2 tel que:
(i). Lt (S) ∩ Σω = Lω

M (A1).
(ii). La (S) ∩ Σω = Lω

M (A2).

Le lemme suivant affirme que la procédure de déterminisation d’automates fi-
nis (ou plus précisément des systèmes de transitions finis) ne conserve pas la
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t−rationalité et la a−rationalité, en d’autres termes, si M est un automate fini
et M′ son équivalent déterministe on a pas toujours Lt (M) = Lt (M′) (resp.
La (M) = La (M′)).

Lemme 2. La déterminisation d’automates finis ne conserve pas la t−rationalité (resp.
a−rationalité).
Preuve: Soit l’automate fini M et son équivalent déterministe M′(voir figure 2).

1 3

2

4

a

a

b, d

b, c

b

d

{1}

{3, 4} {3}

{2, 3} {2} {4}
a

b

b

bb, c

b, d
d

d

M M′

Figure 2.

Soit le mot adbω . On a adbω ∈ Lt (M) par contre adbω /∈ Lt (M′). L’unique

calcul pour adbω dans M′ qui est c =
{

1
} {

2, 3
} {

3, 4
}ω

n’est pas t−équitable,
en effet, la possibilité de transiter de l’état {3, 4} vers {3} est possible infiniment
souvent dans c mais jamais utilisé, ce qui perd au calcul c d’être t−équitable. Pour
la a−équité, on considère le même contrexemple, on a
La (M) = a (b + c)∗ dbω + a

{

µ ∈ (b + d)ω / |µ|b = |µ|d = ∞
}

La (M′) = ab∗c (b + c)∗ dbω + ab∗db∗
{

µ ∈ (b + d)ω / |µ|b = |µ|d = ∞
}

on a adbω ∈ La (M)− La (M′), ce qui montre que la a−rationalité n’est pas con-
servée.

4 Systèmes de transitions à pic et équités

Définition 2. Un système à pic est 7-uplet M = (K, Π = {K1, K2} , Σ, Γ, T, q0 , z0)
telle que:
(i). K est un ensemble fini d’états, Π une partition de K, q0∈ K l’état initial du système.
(ii). Σ est l’alphabet d’entrée, Γ l’alphabet de la pile, Z0 ∈ Γ le symbole initial de la pile.
La Machine se trouve à tout instant dans une configuration (q, γ) où q, γ sont respec-
tivement l’état et le contenu de la pile à cet instant, le couple (q0, z0) est la configuration
initiale de la machine.
(iii). T est l’ensemble fini de transitions avec T ⊆ K × Σ ∪ {ε})× Γ × K × Γ∗.

Une transition t = (q, a, z, q′ , β) ∈ T permet de faire passer la machine de l’état
q vers l’état q′ en executant l’action a et remplace le sommet de pile Z ∈ Γ par le
mot β ∈ Γ∗. la transition t permet de faire passer l’automate de la configuration
(q, α) vers la configuration (q′, α′) si α = Zγ, α′ = βγ avec γ ∈ Γ∗, on notera

cette relation entre ces configurations par (q, α)
a,Z /β
−→ (q′, α′) ou pour raison de
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simplicité par (q, α)
t

−→ (q′, α′). On dira que deux transitions t, t′ ∈ T sont
composables s’ils existent un triplet de configurations (q1, α1) , (q2, α2) , (q3, α3)

tel que: (q1, α1)
t

−→ (q2, α2)
t′

−→ (q3, α3), on notera cette composition par tt′.
Notons que l’ensemble des transitions T dans un système à pic est de la forme
T = T1 ∪ T2 ∪ T3 tel que T1 ∩ T2 ∩ T3 = ∅ avec:
T1: est l’ensemble des transitions croissantes (la restriction de T aux états de K1

est pile-croissante), i.e., si t = (q, a, Z, q′ , β) ∈ T1 alors q, q′ ∈ K1 et |β| ≥ 1.
T2: est l’ensemble des transitions de passage des états K1 vers les états de K2. Si
t = (q, a, Z, q′ , β) ∈ T2 dans ce cas q ∈ K1 , q′ ∈ K2 et |β| ≤ 1.
T3: est l’ensemble des transitions décroissantes (la restriction de T aux états de
K2 est pile -décroissante), i.e, t = (q, a, Z, q′ , β) ∈ T3 dans ce cas q, q′ ∈ K2 avec
|β| ≤ 1.

Calcul
On appelle calcul d’origine (q0, α0) ∈ K × Γ+, toute suite finie ou infinie
c ∈ T∗ ∪ Tω

(q0, α0)
a1,Z1/β1−→ (q1, α1) ... (qn−1, αn−1)

an ,Zn /βn−→ (qn, αn) ...

de transitions composables qu’on notera aussi

(q0, α0)
t1−→ (q1, α1) ... (qn−1, αn−1)

tn−→ (qn, αn) ...

Un calcul ou chemin maximal c dans M est
(1). Soit un calcul fini c.à.d. c = t1...tn ∈ T∗ de la forme

c : (q0, z0)
t1−→ (q1, α1) −→ ... (qi−1, αi−1)

ti−→ (qi, αi) ... (qn−1, αn−1)
tn−→

(qn, αn) avec αn = ε.
(2). Soit un calcul infini c = (ti)i≥0 ∈ Tω d’origine la configuration initiale
(q0, z0).

Un cycle dans M est un calcul fini c = t1t2...tntn+1 tel que tn+1 = t1, on notera ce
cycle par t1t2...tn ce qui revient à dire que le calcul c est de la forme:

(q1, α1)
a1,Z1/β1−→ (q2, α2) ... (qn−1, αn−1)

an−1,Zn−1 /βn−1
−→ (qn, αn)

avec αn = Znα′
n et tel que (q1, Z1) = (qn, Zn).

On désigne par cycle (M) l’ensemble de tous les cycles du système M.

Proposition 2. Soit M un système à pic. Toute sequence de transitions ”composables” σ
dans M est infinie ssi l’ensemble de toutes les transitions appliquées une infinité de fois
dans σ forment un cycle de M. En d’autres termes,
σ ∈ Tω, avec σ une séquence infinie composable dans M ⇐⇒ ∃ σs ∈ cycle (M) tel que

In ft (σ) =
{

ti / |σs|ti
6= 0

}

avec In ft (σ) = {t ∈ T / |σt| = ω} est l’ensemble des

transitions qui occurent une infinité de fois dans σ.
Preuve:
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(⇐=): S’il existe σs ∈ cycle (M) tel que In ft (σ) =
{

ti / |σs|ti
6= 0

}

donc nécessai-

rement σ ∈ Tω avec σ un calcul dans M.
(=⇒): Inversement, soit σ ∈ Tω un calcul infini dans M. Comme |T| est fini,
il existe donc au moins une transition t = (q, a, Z, q′ , Z′γ′) tel que t ∈

ω
σ. La

séquence σ peut s’écrire donc sous la forme: σ = σ1tσ2t...σntσn+1...
Deux cas se présentent:
1er cas: |σi| = 0 pour tout i ≥ 1, dans ce cas σ = tω et la transition t forme un
cycle dans M.
2eme cas: ∃ J ⊑ N tel que: ∀k ∈ J on a |σk| ≥ 1.
On suppose pour simplifier les choses que σ = σ1tσ2t...σntσn+1... avec pour tout
i ≥ 1 on a |σi| ≥ 1. On pose alors σi = σ′

it
′
i avec t′i ∈ T. Dans ce cas σ

s’écrit σ = σ′
1t′1tσ′

2t′2t....σ′
nt′ntσ′

n+1t′n+1t...., avec t′i =
(

qi, ai , Zi , q′i , Z′
i γ

′
i

)

où pour

tout i ≥ 1 on a nécessairement
(

q′i , Z′
i

)

= (q, Z) pour que t′i et t soient com-
posables. Comme (q, Z) ∈ inf (c) et |K × Γ| est fini donc ∃ (qk, Zk) ∈ In f (c)
et donc t′k =

(

qk, ak, Zk , q′k, Z′
kγ′

k

)

∈ In ft (σ). Posons pour simplifier les choses
t′k = t1, on a donc |σ|t1t = ω. On peut donc écrire σ sous la forme: σ =

σ′′
1 t1tσ′′

2 t1tσ′′
3 t1t...σ′′

nt1tσ′′
n+1t1t...

En poursuivant le même raisonnement, on peut trouver une transition t2 tel que
la séquence t2t1t occure, après une étape dans le calcul, une infinité de fois dans
σ c.à.d, t2t1t ⊆

ω
σ où le signe ” ⊆

ω

”dénote la relation ”occure une infinité de fois

dans”. Finalement, comme σ ∈ Tω et |T| est fini il existe donc σs = tktk−1...t1t tel
que σs ⊆

ω
σ avec σs ∈ cycle (M).

Remarquons aussi que:

cycle (M) = cycle (M /T1) ∪ cycle (M /T3) et cycle (M /T1) ∩ cycle (M /T3) = ∅

avec cycle (M /Ti) dénote l’ensemble des cycles de M restreint aux transitions
Ti.

On s’intéresse à présent à l’extension les notions d’équités évoquées ci-dessus aux
systèmes à pic.

Définition 3. Soit σ ∈ T∞ une séquence de transitions dans une machine à pic de
calcul correspondant c =

{(

qi, ai , Zi , qi+1, γi+1γ′
i+1

)}

i≥0
tel que pour tout i ≥ 0,

(qi, ai , Zi , qi+1,γi+1) soit une transition dans T avec au départ γ′
1 = ε. Alors σ est

dite:
(i). t−équitable ⇐⇒ σ est maximale finie ou bien ∀ (q, Z) ∈ In f (c) et
∀ t = (q, a, Z, q′ , γ′) ∈ T alors t ∈

ω
σ.

(ii). a−équitable ⇐⇒ σ est maximale finie ou bien ∀ (q, Z) ∈ In f (c) et ∀ t =
(q, a, Z, q′ , γ′) ∈ T alors Π2 (t) ∈

ω
Π2 (σ).

(iii). m−équitable ⇐⇒ σ est maximale finie ou bien ∀ (q, Z) ∈ In f (c) et ∀p =
t1t2...tn ∈ T∗ une séquence finie de transitions d’origine le couple (q, Z) (c.à.d la transi-
tion t1 démarre à partir de (q, Z)) alors on a: Π2 (p) ⊏ Π2 (σ).
(iv). c−équitable ⇐⇒ σ est maximale finie ou bien ∀ (q, Z) ∈ In f (c) et ∀p =
t1t2...tn ∈ T∗ une séquence finie de transitions d’origine le couple (q, Z) (c.à.d la transi-
tion t1 démarre à partir de (q, Z)) alors on a: p ⊏ σ.
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On note par
Lx (M) = {w ∈ Σ∞/ ∃ σ ∈ T∞ d’origine (q0, Z0) x − équitable avec Π2 (σ) = w}
le langage x−équitable reconnu par M avec x ∈ {t, a, c, m}.

A partir des définitions ci-dessus on peut en déduire facilement les résultats sui-
vants:

Lemme 3. Pour tout système à pic M, on a:
(i). Lt (M) ⊆ La (M).
(ii). Lc (M) ⊆ Lm (M).

Théorème 2. Pour tout système à pic M, ils existent deux suites finies de langages
(Li)n≥i≥1 , (Ki)n≥i≥1 telles que:

(i). Li est un langage linéaire.
(ii). Ri est un ω−langage rationnel.

(iii). Lt (M) =
n
⋃

i=1

LiRi.

Preuve:
Soit M = (K, Π = {K1, K2} , Σ, Γ, T, q0 , Z0) un système a pic. Soit

n = |cycle (M /T3)|. Pour tout i ∈ {1, ..., n} on pose:

Li =
{

x ∈ Σ∗/ (q0, Z0)
∗

−→ (qi, ε, Ziγ) avec qi ∈ K2

}

et Ri = Lt (Mi) avec Mi = (Ki , Σ, Γi , Ti, qi , Zi) un sous-automate de M tels que :
a). Ti ∈ cycle (M /T3).
b). ∀ (q, Z) ∈ Ki × Γi tel que ∃ t ∈ Ti applicable à (q, Z) et ∀ σ′ ∈ T+ tel que:

σ′ : (q, Zγ)
∗

−→ (q′, Z′γ) alors Ti = {t / |σ′|t 6= ∅} et q′ ∈ Ki, Z′ ∈ Γi. On a
Ri = Lt (Mi) =

{y ∈ Σω / ∃ σ ∈ Tω partant de (qi, Zi) t.q.y = Π2 (σ) et In ft (σ) = Ti}.

I. Soit w ∈ Lt (M) ⇔ ∃ σ ∈ Tω partant de (q0, Z0) t−équitable de calcul correspon-
dant c =

{(

qi , ai , Zi, qi+1γi+1γ′
i+1

)}

i≥0
tel que Π2 (σ) = w. Comme σ ∈ Tω ⇔

Ti = {t ∈ T / inft (σ) = ω} ∈ cycle (M). Soit Mi = (Ki, Σ, Γ, Ti , qi, Zi) le sous
automate de M qui correspond au cycle Ti tels que:
1). Ki = {q ∈ K2 / ∃ Z ∈ Γ tel que (q, Z) ∈ inf (c)}.
2). Γi = {Z ∈ Γ / ∃q ∈ K2 tel que (q, Z) ∈ inf (c)} .
3). (qi, Zi) ∈ inf (c).
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II. Pour montrer que:
a). Li est un langage linéaire, il suffit de remarquer qu’on peut construire un
automate à pic déduit de M, qui vide sa pile dès la rencontre de l’état qi et le
symbole Zi en haut de la pile.
b). Ki est un ω-langage rationnel car Mi est automate à pic qui se comporte
comme un automate fini tel que toutes ses transitions sont répétées, et en vertu
du résultat dans [5] , on sait qu’un T-automate de Muller est équivalent à un au-
tomate de Muller (notons que dans un T−automate de Muller on distingue les
transitions au lieu des états), et donc le langage accepté est un rationnel de mots
infinis.

Inversement, on a
n
⋃

i=1

LiRi ⊂ Lt (M). En effet, soit w ∈
n
⋃

i=1

LiRi ⇔ ∃ i ∈ {1, ..., n}

tel que w ∈ LiRi , et par suite w = w1w2 avec w1 ∈ Li et w2 ∈ Ri .

w1 ∈ Li ⇔ ∃ σ1 ∈ T∗ tel que σ1 : (q0, w1, Z0)
∗

−→ (qi , ε, Ziγ) avec qi ∈ K2.
w2 ∈ Ri ⇔ ∃ σ2 ∈ Tω partant de (qi , Zi) avec w2 = Π2 (σ). Il évident que
σ = σ1σ2 est un calcul de M t-équitable et par suite w ∈ Lt (M).

Pour la a−équité on a aussi,

Théorème 3. Soit M un système à pic, ils existent alors deux suites finies de langages
(Li)i=1,...,n, (Ki)i=1,...,n telles que:

(i). Li est un langage linéaire.
(ii). Ki est un ω−langage rationnel.

(iii). La (M) =
n
⋃

i=1

LiKi.

Remarque:

Pour la recherche des cycles, vérifiant les conditions de la t−équité (resp. la
a−équité), dans un automate à pic M = (K, Π = {K1, K2} , Σ, Γ, T, q0 , z0) où T =
T1 ∪ T2 ∪ T3 avec T1 ∩ T2 ∩ T3 = ∅, on applique respectivement l’algorithme de
Tarjan de recherche des cycles dans un graphe (resp. l’algorithme de L. Priese et
al. [10] au graphe G = (K′, T′) tel que :
T′ = {((q, Z) , a, (q′, Z′)) / t = (q, a, Z, q′ , Z′) ∈ T3},
et K′ = {(q, Z) ∈ K2 × Γ/ ∃ t ∈ T3 avec t = (q, a, Z, q′ , Z′) ou t = (q′, a, Z′ , q, Z)}.

La proposition 1 établissant l’équivalence entre la a-équité et la t-équité se
généralise sans peine sur les automates à pic, ceci est dû au fait que les automates
à pic se comportent, sur les mots infinis à partir d’un certain rang, comme les
automates finis voir [7].

Théorème 4. Pour tout automate à pic M, il existe un automate à pic M′ tel que
La (M) = Lt (M′).
Preuve:

Soient H = {M1, M2, ..., Mn} l’ensemble des sous automates de M vérifiant
la condition de la a-équité, on les appelles par abus de langage sous automates a-
équitables. Pour tout i = 1, ..., n , on pose Mi = (Ki, Σ, Γi , Ti, qi, Zi). Pour chaque

automate Mi, on construit une copie Mi avec Mi =
(

Ki, Σ, Γi , Ti, qi, Zi

)

tels que:
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Ki = {q/ q ∈ Ki}.et Ti =
{(

q, a, Z, q
′
, Z′

)

/ (q, a, Z, q′ , Z′) ∈ Ti

}

.

Posons M′ = (K′, Σ, Γ′ , T′, q0, Z′
0) tel que:

q′0 = q0, Z′
0 = Z0, Γ′ = Γ et T′ = T ∪

n
⋃

i=1

Ti ∪ {(qi, ε, Zi , qi, Zi)}.

On a bien La (M) = Lt (M′). En effet, soit w ∈ La (M) ⇒ il existe un sous
automate Mi de M a−équitable tel que w ∈ Li L

a (Mi) avec,

Li =
{

x ∈ Σ∗/ (q0, x, Z0)
∗

−→ (qi, ε, Ziγ)
}

et

La (Mi) =

{

y ∈ Σω / ∃ σ ∈ Tω
i a-équitable partant de (qi, Zi)
t.q. Π2 (σ) = y

}

.

Comme In ft (σ) = Ti et Mi est la copie de Mi dans M comme sous automate

t-équitable, on obtient donc w ∈ L′
i L

t
(

Mi

)

avec :

L′
i =

{

x ∈ Σ∗ / (q0, x, Z0)
∗

−→ (qi , ε, Ziγ)
}

un langage de M

et Lt
(

Mi

)

=

{

y ∈ Σω / ∃ σ′ ∈ Ti
ω

partant de (qi , Zi)

t.q. In f (σ′) = Ti et Π2 (σ) = y

}

,

ceci montre bien qu’on a La (M) ⊆ Lt
(

M
)

. Inversement, montrons qu’on a

Lt
(

M
)

⊆ La (M). Soit w ∈ Lt
(

M
)

⇒il existe un sous automate Mi de M

t−équitable tel que: w ∈ L′
i L

t (Mi) avec,

L′
i =

{

x ∈ Σ∗/ (q0, x, Z0)
∗

−→ (qi , ε, Ziγ)
}

et Lt
(

Mi

)

=

{

y ∈ Σω / ∃ σ′ ∈ Ti
ω

t-équitable partant de (qiZi)

t.q. Π2 (σ
′) = y et In f (σ′) = Ti

}

.

Comme tout sous automate fini t−équitable est aussi a−équitable on a aussi

w ∈ L′
i L

a
(

Mi

)

avec Mi est la copie d’un sous automate Mi de M (par construc-

tion), d’où w ∈ La (M).

5 Grammaires linéaires et équités

On s’intéresse à présent à l’équité sur les grammaires linéaires. Dans [3],
N.Francez et al. ont définis une équité, qu’on appelle F−équité, sur les gram-
maires algébriques. Ces auteurs ont montrés qu’une grammaire algébrique est
F−équitable ssi elle n’est pas expansive. Notre objectif est de montrer un résultat
similaire pour les grammaires linéaires et bilinéaires.

Définition 4. Soit d = (βi)i≥0 une dérivation dans une grammaire algébrique G =

(V, Σ, P, S) telle que: (i). β0 = S., (ii). βi =⇒ βi+1.
La dérivation d est dite F−équitable ssi:
(i). d est finie (c.à.d il existe un j tel que βj ∈ Σ∗)

ou bien



Equités sur les automates à pic 567

(ii). d est infinie et chaque règle A → α qui est applicable infiniment souvent est ap-
pliquée infiniment souvent dans d.

Définition 5. Une grammaire algébrique est F−équitable ssi toutes ses dérivations
F−équitables sont finis.

Exemple 2.
Soit la grammaire G : (1). S −→ aSb, (2). S −→ ε.
Comme toutes les dérivations de G sont de la forme xSy avec x, y ∈ Σ∗, il suffit
d’appliquer une seule fois la règle S −→ ε pour que la dérivation se termine. La

seule dérivation infinie δ : S
1

−→ aSb
1

−→ a2Sb2 1
−→ ...

1
−→ aiSbi −→ ..., est

non équitable car la règle S −→ ε qui est applicable infiniment souvent n’est pas
appliquée infiniment souvent.

Lemme 4. Toute grammaire linéaire réduite est F−équitable.
Preuve:

Soit G = (V, Σ, P, S) une grammaire linéaire réduite c.à.d ∀ A ∈ V,

(i). ∃ x ∈ Σ∗ t.q. A
∗

=⇒ x, (ii). S
∗

=⇒ αAβ. Supposons qu’il existe une dérivation
infinie F-équitable. Soit d une telle dérivation. Comme d est infinie et |V| fini, il
existe donc au moins une variable qui est réécrite une infinité de fois dans d. Soit
A ∈ V une telle variable, alors d est de la forme

d : S
∗

=⇒ γ1Aβ1
∗

=⇒ γ2Aβ2
∗

=⇒ ...
∗

=⇒ γi Aβi...,

avec pour tout i ≥ 1, γi ,βi ∈ Σ∗.
Soit R (A) = {α1, α2, ..., αn} l’ensemble des membres droits des règles A → αi.
On note par ri la règle numéro i de la variable A c.à.d A → αi = xiBiyi tels que
xi, yi ∈ Σ∗ et Bi ∈ V.
Comme d est infinie et F−équitable donc In fr (d) ⊒ {r1, r2, ..., rn} où In fr (d)
dénote l’ensemble des règles appliquées une infinité de fois dans la dérivation
d. On suppose que toutes les règles ayant A comme membre gauche ne sont pas
terminales i.e, différentes de la forme: A → α avec α ∈ Σ∗ sinon l’équité force
l’application de l’une de ses règles et comme G est linéaire la dérivation termine.
Soit ri : A → αi = xiBiyi ∈ R (A) donc ri ∈ In fr (d) ce qui implique que la
variable Bi apparaı̂t aussi une infinité de fois dans d, et donc In fr (d) ⊒ R (Bi).
Supposons que toutes les règles ayant Bi comme membre gauche ne sont pas
terminales. Comme Bi, A ∈ In fV (d) , où In fV (d) dénote l’ensemble des vari-
ables réécrite une infinité de fois dans d , et Bi est accessible à partir de A donc
nécessairement on a aussi l’accessibilité de A à partir de Bi. Pour simplifier le
raisonnement, on suppose que la dérivation d est de la forme

d : S
∗

=⇒ γ1Aβ1
∗

=⇒ γ2Biβ2
∗

=⇒ γ3Aβ3... γi Aβi
∗

=⇒ γi+1Biβi+1...,

avec pour tout i ≥ 1 γi, βi ∈ Σ∗. L’hypothèse qu’une telle dérivation infinie
équitable puisse exister est en contradiction avec le fait que la variable S est en-
gendrante et donc nécessairement la dérivation d termine par application d’une
règle de la forme B −→ γ, (B ∈ V et γ ∈ Σ

∗
).
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Définition 6. Une grammaire algébrique G = (V, Σ, P, S) est dite expansive si et seule-

ment si il existe une variable A ∈ V tel que: A
∗

=⇒ β1Aβ2Aβ3 avec β1, β2, β3 ∈
(V ∪ Σ)∗, en d’autres mots A est une variable accessible de l’axiome S et qui dédouble
dans une forme sententielle.

Théorème 5. Une grammaire algébrique G = (V, Σ, P, S) est F-équitable ssi elle n’est
pas expansive.

Exemple 3.
Considérons la grammaire algébrique G : (1) S −→ aSSb, (2) S −→ b.

G n’est pas F-équitable car elle admet une dérivation infinie équitable qui est:

d : S
1

=⇒ aSSb
2

=⇒ abSb
1

=⇒ abaSSbb
2

=⇒ ababSbb =⇒ ...

la dérivation d est F-équitable car les règles (1) et (2) sont applicables et ap-
pliquées une infinité de fois. La grammaire G n’est pas F-équitable car elle est
expansive. Par contre, la grammaire G′ : S −→ ST, S −→ ab, S −→ a, T −→ Tb,
T −→ b est F-équitable car non expansive.

Corollaire Toute grammaire 2-linéaire réduite est F-équitable.
Preuve:

Il suffit de remarquer qu’une grammaire linéaire n’est jamais expansive et
donc d’après le théorème 5, on en déduit le résultat.

On s’intéresse à présent à l’application de cette notion d’équité aux calculs
dans un automate à pic.

Définition 7. On dira que la séquence de transitions σ ∈ T∞, (T∞ = T∗ ∪ Tω), de cal-
cul correspondant c =

{(

qi , ai , Zi, qi+1, γi+1γ′
i+1

)}

i≥0
est F-équitable si et seulement

si:
1). Le calcul c est maximal fini, ou bien
2). Le calcul c est infini et ∀ (q, Z) ∈ inf (c) et ∀ t ∈ T applicable à (q, Z) alors t ∈

ω
σ.

Définition 9. On dira que l’automate à pic M = (K, Π = {K1, K2} , Σ, Γ, T, q0 , z0) est
F-équitable ssi toutes ses calculs F-équitable sont finis.

Lemme 5. Tout automate à Pic M réduit avec le mode de reconnaissance par pile vide
est F-équitable.
Preuve:

Raisonnons par l’absurde, supposons qu’il existe un calcul σ ∈ Tω dans M
qui soit F-équitable et qui ne termine pas. D’après la proposition 2, il existe σs ∈
cycle (M) tel que σs ⊆

ω
σ.

Deux cas sont possibles:
1er cas: σs ∈ T∗

1 , ce cas ne peut se présenter, car il n’y a pas un calcul infini dans
M qui applique une infinité fois au moins une transition de T1 et qui mène vers
une situation où la pile est vide, la fonction de transition n’est pas définie de K1

vers K2.
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2ème cas: σs ∈ T∗
3 . Tout calcul réussi qui mène vers une situation où la pile est

vide est évidemment F-équitable.

Par contre la situation est différente si on considère les automates à pic qui
reconnaissent par états terminals. Pour ce type d’automates, on peut appliquer
les notions d’équités concernant les calculs infinis, similaire à celles présentés
dans la section 4.
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