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Abstract

In this work, we define the quasi-Poisson Lie quasigroups, dual objects
to the quasi-Poisson Lie groups and we establish the one-to-one correspon-
dance up to isomorphism between the local quasi-Poisson Lie quasigroups
and quasi-Lie bialgebras.

Résumé

Dans ce travail, nous définissons les quasi-groupes de Lie quasi-Poisson,
objets duaux des groupes de Lie quasi-Poisson et nous établissons une cor-
respondance biunivoque à isomorphisme près entre les quasi-groupes de Lie
quasi-Poisson locaux et les bigèbres quasi-Lie.

1 Introduction

Les groupes de Lie-Poisson étant les limites classiques des algèbres de Hopf,
les groupes de Lie quasi-Poisson [12, 13] sont les limites classiques des quasi-
algèbres de Hopf introduites par Drinfeld [6], et les objets infinitésimaux sont
appelés les quasi-bigèbres de Lie dans [6] et quasi-bigèbres jacobiennes dans
[13]. Rappelons que dans la traduction du papier original de Drinfeld en anglais
[6], le terme ”quasi-Lie bialgebra” est utilisé pour ce que nous appelons ici quasi-
bigèbre de Lie. Contrairement aux notions de bigèbre de Lie et de groupe de
Lie-Poisson [5, 14, 2, 16, 15], les notions de quasi-bigèbre de Lie et de groupe de
Lie quasi-Poisson ne sont pas auto-duales ; l’objet dual d’une quasi-bigèbre de Lie
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est appelé une quasi-bigèbre co-jacobienne dans [13, 3]. Nous l’appellerons bigèbre
quasi-Lie. Ici, nous nous proposons de construire l’objet dual d’un groupe de Lie
quasi-Poisson, c’est-à-dire un objet géométrique généralisant les groupes de Lie-
Poisson dont l’espace tangent en un élément distingué est muni d’une structure
de bigèbre quasi-Lie et nous convenons d’appeler cet objet quasi-groupe de Lie
quasi-Poisson. Plus précisément, un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson est un
G−espace quasi-Poisson au sens de [1], muni d’une structure de boucle de Lie
(Lie loop en anglais) mono-alternative à droite avec certaines relations de compa-
tibilité entre les deux structures, notamment celle généralisant la multiplicativité
[16, 15] du champ de bivecteurs qui est satisfaite dans le cas des groupes de Lie-
Poisson. Pour cela, on se sert de la théorie des boucles de Lie mono-alternatives à
droite [20] en introduisant les notions de groupe de Lie quasi-double et d’algèbre
de Lie quasi-double dont les propriétés font ressortir l’action à droite d’un groupe
de Lie sur une boucle de Lie et d’une ”action” de cette boucle de Lie sur le groupe
de Lie. Un groupe de Lie quasi-double est un triplet formé d’un groupe de Lie,
d’un sous-groupe de Lie fermé et d’une sous-variété fermée du groupe de Lie,
laquelle est munie d’une structure de boucle de Lie mono-alternative à droite,
le triplet vérifiant un certain nombre de propriétés ; l’objet infinitésimal associé
est appelé une algèbre de Lie quasi-double. Cette construction généralise certains
résultats de [16] sur les groupes de Lie doubles et algèbres de Lie doubles ; ces
dernières sont aussi appelées algèbres de Lie bicroisées dans [14, 17].

Dans la section 2 nous faisons un rappel de quelques notions sur les boucles
de Lie et les algèbres d’Akivis [7, 18, 19, 20].

Dans la section 3, on définit et on étudie les groupes de Lie quasi-doubles et les
algèbres de Lie quasi-doubles en établissant une correspondance entre les deux
notions, tout en faisant ressortir la compatibilité entre les différentes opérations
les définissant.

Dans la section 4, on fait un bref rappel sur les bigèbres quasi-Lie en montrant
leur lien d’une part avec les algèbres de Lie quasi-doubles, et d’autre part avec
les algèbres d’Akivis.

La dernière section recouvre l’essentiel du travail à savoir la définition des
quasi-groupes de Lie quasi-Poisson et l’établissement d’une correspondance bi-
jective à isomorphisme près entre les quasi-groupes de Lie quasi-Poisson locaux
et les bigèbres quasi-Lie.

2 Boucles de Lie mono-alternatives à droite

Dans cette section, nous faisons un rappel sur les boucles de Lie en reprenant les
définitions et certains résultats de [18, 19, 20].

Définition 1. Une boucle de Lie est une variété analytique réelle B munie d’une opération
interne analytique

m : B × B −→ B
(a, b) −→ ab = m(a, b)

admettant un élément neutre ε, vérifiant

aε = εa = a



Bigèbres quasi-Lie et boucles de Lie 595

pour tout a ∈ B, telle que les équations

ac = b et ca = b

admettent des solutions uniques notées respectivement a \ b et b/a et les applications

(a, b) −→ b \ a, (a, b) −→ a/b

sont analytiques.

Ainsi, comme on le voit, tout groupe de Lie est une boucle de Lie.
Si les trois opérations

(a, b) −→ ab, (a, b) −→ a/b , (a, b) −→ b \ a

sont définies localement au voisinage de ε, on dit que B est une boucle de Lie
locale.
Remarque : L’unicité des solutions dans une boucle de Lie des équations ab = c
et ba = c signifie que les translations à gauche et à droite par un élément a ∈ B,
notées respectivement par λa et ρa, définies par λa(b) = ab, ρa(b) = ba, sont des
difféomorphismes.

L’espace tangent en l’identité à toute boucle de Lie est muni d’une struc-
ture généralisant la notion de structure d’algèbre de Lie, et dont les propriétés
découlent de celles de la boucle de Lie. Ce qui nous conduit à la définition sui-
vante [7] :

Définition 2. Une algèbre d’Akivis (A, [., .], < ., ., . >) est un espace vectoriel A muni
d’une application bilinéaire antisymétrique

[., .] : A × A −→ A
(x, y) −→ [x, y]

et d’une application trilinéaire

< ., ., . > : A × A × A −→ A
(x, y, z) −→ < x, y, z >

telles que

∑
σ∈S3

signσ < xσ(1), xσ(2), xσ(3) >= ∑
©

[[x1, x2], x3]

où S3 désigne le groupe des permutations de (1, 2, 3), signσ est la signature de σ ∈ S3 et

∑© désigne la somme sur les permutations circulaires de x1, x2, x3.

Ainsi, toute algèbre de Lie détermine une structure d’algèbre d’Akivis en pre-
nant < ., ., . >= 0.
Pour une boucle de Lie locale B, on montre dans [7] qu’il existe une structure
d’algèbre d’Akivis sur TεB, l’espace tangent en l’identité, déterminée par les opéra-
tions suivantes :

[x, y] =
1

2

d2

dt2
[(x(t)y(t))/(y(t)x(t))]|t=0
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< x, y, z >=
1

6

d3

dt3
[((x(t)y(t))z(t))/(x(t)(y(t)z(t)))]|t=0

pour x, y, z ∈ TεB, où x(t), y(t), z(t) sont des courbes de classe Ck (k ≥ 3) dans B,
passant par le point ε avec les vecteurs tangents x, y, z respectivement.
L’algèbre d’Akivis ainsi décrite est appelée algèbre d’Akivis de la boucle de Lie
B.
Nous allons à présent définir une classe de boucles de Lie locales avec laquelle
nous travaillerons dans la suite.

Définition 3. Une boucle de Lie locale B est dite mono-alternative à droite, si pour tous
a, b ∈ B, voisins de ε et pour tous entiers k, l ∈ Z, on a :

(abk)bl = abk+l .

Remarque : La formule ci-dessus exprime d’une part une associativité faible
de la multiplication définie sur B, d’autre part l’existence d’un inverse pour tout
élément a ∈ B, noté a−1. Par convention , on a pour tout a ∈ B, a0 = ε, a−k =
(a−1)k et donc ρ−1

a = ρa−1 .

Exemple 1. Soit SH(n) l’ensemble des matrices hermitiennes n× n définies positives de
déterminant 1 et SU(n) le groupe spécial unitaire d’ordre n ; considérons la décomposition
polaire du groupe de Lie réel SL(n, C) des matrices complexes n × n de déterminant 1,

SL(n, C) = SU(n) × SH(n).

Alors SH(n) muni de la multiplication définie par la projection sur SH(n) du produit
matriciel dans SL(n, C), est une boucle de Lie mono-alternative à droite.

Explicitement, la multiplication sur SH(n) est définie par

m(a, b) = (ba2b)
1
2 , ∀a, b ∈ SH(n).

En effet tout élément d ∈ SL(n, C) se décompose de manière unique sous la forme
d = ga, où g ∈ SU(n) et a ∈ SH(n) ; soient ḡ et ā les complexes conjuguées de
g et a respectivement. Comme (ḡ)tg = In et (ā)t = a par définition de SU(n)
et SH(n), multipliant d à gauche par la conjuguée de sa transposée, on obtient

(d̄)td = a2; d’où a = [(d̄)td]
1
2 est la projection de d sur SH(n). Pour tous a, b ∈

SH(n), distincts de In et b 6= a−1, le produit ab qui est un élément de SL(n, C)
n’est élément ni de SH(n), ni de SU(n). Comme (ā)t = a et (b̄)t = b par définition
de SH(n), de ce qui précède, la projection du produit ab sur SH(n) est

m(a, b) = (ba2b)
1
2 , ∀a, b ∈ SH(n).

On vérifie sans peine que (SH(n), m) est une boucle de Lie mono-alternative à
droite.

De même, l’ensemble des matrices hermitiennes définies positives n × n et
l’ensemble des matrices symétriques réelles définies positives n×n sont des boucles
de Lie mono-alternatives à droite, la multiplication m étant définie comme dans
l’exemple ci-dessus.



Bigèbres quasi-Lie et boucles de Lie 597

3 Groupes de Lie quasi-doubles

Les groupes de Lie quasi-doubles sont des généralisations naturelles des groupes
de Lie doubles [16].

Définition 4. Un groupe de Lie quasi-double est un triplet (G, G1, G2), où
1) G est un groupe de Lie et G1 un sous-groupe de Lie fermé de G ;
2) G2 est une sous-variété fermée de G munie de deux applications analytiques

α : G2 × G2 −→ G1 et m : G2 × G2 −→ G2

satisfaisant l’identité

(ab)G = α(a, b)m(a, b) ∀a, b ∈ G2,

telles que m définit sur G2 une structure de boucle de Lie mono-alternative à droite ;
3) l’application

ω : G1 × G2 −→ G,
(g, a) −→ ga

est un difféomorphisme.

Si G1, G2 et ω sont définis localement, on dit que (G, G1, G2) est un groupe de
Lie quasi-double local.
Remarques : Si α(a, b) = e, ∀a, b ∈ G2, où e désigne l’élément neutre de G, alors
G2 est aussi un sous-groupe de Lie de G et le triplet (G, G1, G2) définit un groupe
de Lie double au sens de [16]. Par ailleurs, en identifiant G avec G1 × G2 par ω, on
voit que α et m sont respectivement les projections sur G1 et G2 de la restriction
de la multiplication de G à G2. Par ailleurs, de l’unicité de l’élément neutre e dans
G, il résulte que e = ε où ε est l’élément neutre de G2 ; par conséquent nous les
identifierons dans toute la suite de ce travail.

Nous allons à présent montrer que si (G, G1, G2) est un groupe de Lie quasi-
double, alors il existe deux applications analytiques

χ : G2 × G1 −→ G1 et σ : G2 × G1 −→ G2

telles que σ définisse une action à droite du groupe de Lie G1 sur la variété G2

et G2 agisse sur G1 par χ au sens de la relation (3) ci-dessous. En effet si g ∈ G1

et a ∈ G2, alors ag ∈ G ; par conséquent d’après la condition (3) de la définition
précédente, il existe un unique élément g′ ∈ G1 et un unique élément a′ ∈ G2 tels
que

ag = g′a′

Posons a′ = ag et g′ = ga, et considérons les applications suivantes :

χ : G2 × G1 −→ G1,
(a, g) −→ ga

σ : G2 × G1 −→ G2

(a, g) −→ ag

On a le résultat suivant :
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Théorème 1. Soit (G, G1, G2) un groupe de Lie quasi-double ; soient g, h ∈ G1 et
a, b, c ∈ G2. Alors on a les identités suivantes :

1. (gh)a = gahag

2. (ag)h = agh

3. (gb)aα(agb
, bg) = α(a, b)gm(a,b)

4. [m(a, b)]g = m(agb
, bg)

5. α(a, b)α(m(a, b), c) = [α(b, c)]aα(aα(b,c) , m(b, c))

6. m(m(a, b), c) = m(aα(b,c), m(b, c))

Inversement si G1 est un groupe de Lie agissant à droite par σ sur une boucle de Lie
mono-alternative à droite G2 dont la loi est définie par m : G2 × G2 −→ G2 et s’il existe
deux applications analytiques α : G2 × G2 −→ G1 et χ : G2 × G1 −→ G1 tels que
les conditions (1)-(6) soient vérifiées, alors il existe une structure de groupe de Lie sur
G1 × G2 telle que (G1 × G2, G1, G2) définisse un groupe de Lie quasi-double.

Démonstration : Pour la première partie, la démonstration des identités (1)-(6)
est une conséquence directe de l’associativité et de l’unicité de la décomposition
du produit dans G.
Pour la seconde partie, on définit la structure de groupe de Lie sur G1 × G2 par :

(g, a)(h, b) = (ghaα(ah , b), m(ah , b)), ∀g, h ∈ G1, ∀a, b ∈ G2.

Il suffit de vérifier l’associativité du produit ainsi défini sur G1 × G2, qui est une
conséquence des conditions (1)-(6).
Remarque : La condition (2) signifie que σ définit une action à droite du groupe
de Lie G1 sur la variété G2, tandis que la condition (3) signifie que G2 agit à gauche
par χ sur G1 mais que χ n’est pas une vraie action à gauche, le défaut d’action
étant mesuré par l’application α ; dans la suite, nous appellerons une telle appli-
cation χ une action à gauche α−tordue. Si α(a, b) = e, ∀a, b ∈ G2, alors G2 est un
groupe de Lie et χ devient une action à gauche de G2 sur la variété G1.

Corollaire 1. Soit (G, G1, G2) un groupe de Lie quasi-double. Alors ∀a, b, c ∈ G2, on
a :

1. λm(a,b)(c) = (λσ(a,α(b,c)) ◦ λb)(c),

2. ρm(a,b)(c) = (ρb ◦ ρa)(σ(c, α(a, b)−1)),

3. (ρb ◦ λa)(c) = (λσ(a,α(c,b)) ◦ ρb)(c).

Ces différentes relations découlent de la relation (6) du théorème précédent.
Si α(a, b) = e, ∀a, b ∈ G2, alors G2 est un groupe de Lie et on retrouve les identités
usuelles sur les translations à gauche et à droite dans un groupe de Lie.
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Exemple 2. Le triplet (SL(n, C), SU(n), SH(n)) considéré dans l’exemple 1 est un
groupe de Lie quasi-double. Les applications α et m sur SH(n) sont définies respective-
ment par

α(a, b) = (ab)(ba2b)−
1
2 et m(a, b) = (ba2b)

1
2 ∀a, b ∈ SH(n).

Définissons à présent la notion correspondante pour les algèbres de Lie en
établissant une relation entre les deux notions.

Définition 5. Une algèbre de Lie quasi-double est un triplet (g, g1 , g2) où g est une
algèbre de Lie de dimension finie, g1 une sous-algèbre de Lie de g et g2 un sous-espace
vectoriel de g muni de deux opérations bilinéaires antisymétriques

µ : Λ2g2 −→ g2 et ψ : Λ2g2 −→ g1

tels que

1. g = g1 ⊕ g2 comme somme directe de sous-espaces vectoriels ;

2. [x, y]g = ψ(x, y) + µ(x, y), ∀x, y ∈ g2.

Ainsi, une algèbre de Lie quasi-double est une algèbre de Lie qui se décompose
en somme directe d’une sous-algèbre de Lie et d’un sous-espace vectoriel.
Remarque : Si ψ(x, y) = 0, ∀x, y ∈ g2, alors g2 est aussi une sous-algèbre de Lie
de g et le triplet (g, g1 , g2) définit une algèbre de Lie double au sens de [16], i.e en-
core ”a matched pair of Lie algebras” au sens de [17]. Dans [1], les algèbres de Lie
quasi-doubles (g, g1 , g2) telles que g est munie d’une forme bilinéaire invariante
non dégénérée par rapport à laquelle g1 et g2 sont des sous-espaces isotropes
maximaux de g, sont appelées des quasi-triples de Manin.

Exemple 3. Le triplet (sl(n, C), su(n), sh(n)), où sl(n, C) est l’algèbre de Lie des ma-
trices complexes n×n de trace nulle, su(n) l’algèbre de Lie des matrices anti-hermitiennes
n × n de trace nulle et sh(n) l’espace vectoriel des matrices hermitiennes n × n de trace
nulle, est une algèbre de Lie quasi-double. Ici, ψ est la restriction à sh(n) du crochet de
Lie de sl(n, C), qui est à valeurs dans su(n) et µ = 0.

Plus généralement, la décomposition de Cartan [9] de toute algèbre de Lie
semi-simple complexe de dimension finie fournit une structure d’algèbre de Lie
quasi-double.

Pour établir le lien entre les groupes de Lie quasi-doubles locaux et les algèbres
de Lie quasi-doubles, rappelons tout d’abord le lemme suivant sur la décompo-
sition d’une algèbre de Lie en une somme directe de sous-espaces vectoriels [10]
(page 76) :

Lemme 1. Soit G un groupe de Lie d’algèbre de Lie g e t supposons que g est une somme
directe de sous-espaces vectoriels

g = g1 ⊕ g2 ⊕ ... ⊕ gk.

Si Ui est un voisinage ouvert suffisamment petit de 0 dans gi pour 1 ≤ i ≤ k, alors
l’application

(X1 , ..., Xk) −→ g(expX1)...(expXk)

est un difféomorphisme de U1 × ... × Uk dans un voisinage ouvert de g dans G.
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Le résultat suivant établit une correspondance entre les groupes de Lie quasi-
doubles locaux et les algèbres de Lie quasi-doubles.

Théorème 2. Soit (G, G1, G2) un groupe de Lie quasi-double local ; soient g et g1 les
algèbres de Lie de G et G1 respectivement, et soit g2 = TeG2 l’espace tangent à G2 en
l’identité. Alors (g, g1 , g2) est une algèbre de Lie quasi-double.
Inversement, à toute algèbre de Lie quasi-double, il correspond un unique groupe de Lie
quasi-double local, à isomorphisme près, dont l’algèbre de Lie quasi-double est celle de
départ.

Démonstration : Il est clair que g = g1 ⊕ g2. Pour la conclusion, il suffit de
prendre pour µ le crochet commutateur associé à m et pour ψ le crochet commu-
tateur associé à α, i.e

µ(x, y) =
1

2

d2

dt2
[m(x(t), y(t))/m(y(t), x(t))]|t=0

et

ψ(x, y) =
1

2

d2

dt2
[α(x(t), y(t))(α(y(t), x(t)))−1 ]|t=0

où x(t), y(t) sont des courbes de classe Ck (k ≥ 2) dans B, passant par e avec
les vecteurs tangents x, y respectivement. Remarquons que ψ est bien défini, car
α(x(t), y(t)) et α(y(t), x(t)) sont des éléments du groupe de Lie G1 et par consé-
quent α(x(t), y(t))(α(y(t), x(t)))−1 ∈ G1.
Pour la seconde partie, considérons une algèbre de Lie quasi-double (g, g1 , g2) et
soient G, G1 les groupes de Lie connexes et simplement connexes correspondant
à g et g1 respectivement. Soit Π : G −→ G1 \ G la projection naturelle de G dans
l’espace G1 \ G des classes à droite et φ la restriction à g2 de l’application com-
posée Π ◦ (exp) : g −→ G1 \ G. Alors φ est un difféomorphisme d’un voisinage
V de 0 dans g2 dans un voisinage de la classe Π(e) dans G1 \ G [9, 20]. Posons

G2 = expV.

Du lemme précédent, il résulte que pour k = 2 et g = e, l’application
ω : G1 × G2 −→ G définie par (g, a) −→ ga est un difféomorphisme local. In-
troduisons sur G2 une loi de composition interne définie par :

m(a, b) = ΠG2
(ab)

∀a, b ∈ G2, où ab est le produit dans G des éléments a et b et ΠG2
est la projec-

tion locale sur G2 parallèlement à G1, i.e, dans la décomposition locale unique
d = ga ∈ G, g ∈ G1 et a ∈ G2. Alors (G2, m) est une boucle de Lie locale mono-
alternative à droite [20]. En effet, par définition de m, on a

m(m(a, bk), bl) = ΠG2
(ΠG2

(abk)bl) = ΠG2
((abk)bl) = ΠG2

(abk+l)

et comme pour b suffisamment proche de e dans G2 on a bk+l ∈ G2, alors

m(a, m(bk , bl)) = ΠG2
(aΠG2

(bkbl) = ΠG2
(abk+l) = m(a, bk+l).
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Par conséquent

m(m(a, bk), bl) = m(a, bk+l)

Ainsi (G2, m) est une boucle de Lie locale mono-alternative à droite. D’après [20],
cette boucle de Lie locale mono-alternative à droite est unique à isomorphisme
près.
Posons α(a, b) = ΠG1

(ab) où ΠG1
est la projection locale sur G1 parallèlement

à G2 ; de l’unicité de la décomposition locale des éléments de G, il résulte que
(ab)G = α(a, b)m(a, b), ∀a, b ∈ G2. En définitive (G, G1, G2) est un groupe de Lie
quasi-double local. D’où le résultat.

Comme pour les groupes de Lie quasi-doubles, nous allons montrer que pour
toute algèbre de Lie quasi-double donnée (g, g1 , g2), il existe deux applications
correspondant à χ et σ. En effet si ξ ∈ g1 et x ∈ g2, alors [x, ξ]g ∈ g ; par
conséquent il existe ξ′ ∈ g1 et x′ ∈ g2 tels que

[x, ξ] = ξ′ + x′.

Posons ξ′ = ξx , x′ = xξ et considérons les applications suivantes :

g2 × g1 −→ g1 ,
(x, ξ) −→ ξx

g2 × g1 −→ g2

(x, ξ) −→ xξ

On a le résultat suivant

Théorème 3. Soit (g, g1 , g2) une algèbre de Lie quasi-double. Soient ξ, η,∈ g1, x, y, z ∈
g2. Alors on a les identités suivantes :

1. [ξ, η]x = [ξx , η] + [ξ, ηx ] − (ξ)xη
+ (η)xξ

2. x[ξ ,η] = (xξ)η − (xη)ξ

3. µ(x, y)ξ = µ(xξ , y) + µ(x, yξ) + (x)ξy − (y)ξx

4. ξµ(x,y) = (ξy)x − (ξx)y + [ξ, ψ(x, y)] + ψ(xξ , y) + ψ(x, yξ)

5. ∑© µ(µ(x, y), z) = ∑© xψ(y,z)

6. ∑© ψ(µ(x, y), z) = ∑© ψ(x, y)z

Inversement si g1 est une algèbre de Lie agissant sur un espace vectoriel g2 par (x, ξ) −→
xξ , g2 muni de deux applications bilinéaires antisymétriques µ : Λ2g2 −→ g2 et ψ :
Λ2g2 −→ g1, et s’il existe une application de g2 × g1 dans g1 notée par (x, ξ) −→
ξx , tels que les conditions (1)-(6) ci-dessus soient satisfaites, alors il existe une unique
structure d’algèbre de Lie sur g1 ⊕ g2 telle que (g1 ⊕ g2, g1, g2) définisse une algèbre de
Lie quasi-double.

Démonstration : La démonstration de la première partie du théorème est une
conséquence de l’identité de Jacobi dans g1 ⊕ g2.
Pour la seconde partie, on définit un crochet [., .] sur g1 ⊕ g2 par :

[ξ, η] = [ξ, η]g1 , ∀ξ, η ∈ g1



602 M. Bangoura

[x, ξ] = ξx + xξ , ∀ξ ∈ g1, ∀x ∈ g2

[x, y] = ψ(x, y) + µ(x, y), ∀x, y ∈ g2

et on vérifie l’identité de Jacobi pour le crochet ainsi défini, qui est une consé-
quence des conditions (1)-(6) de la première partie du théorème. Ce qui achève la
démonstration.

Corollaire 2. Soit (g, g1 , g2) une algèbre de Lie quasi-double. Posons

[x, y]g2 = µ(x, y), < x, y, z >=
1

2
xψ(y,z).

Alors le triplet (g2 , [., .]g2 , < ., ., . >) est une algèbre d’Akivis.

La démonstration du corollaire est une interprétation de la condition (5) du
théorème précédent.

Si (G, G1, G2) est un groupe de Lie quasi-double, localement, en appliquant la
formule de Campbell-Hausdorff dans G [8], on a le résultat suivant

Proposition 1. Les applications m, α, σ et χ admettent les développements limités
(d’ordre 3) suivants au voisinage de zéro :

m(x, y) = x + y +
1

2
µ(x, y)+

1

12

(

µ(x, µ(x, y)) + µ(y, µ(y, x)) + xψ(x,y) + yψ(y,x)
)

+ ...

α(x, y) =
1

2
ψ(x, y) +

1

12
(ψ(x, µ(x, y)) + ψ(y, µ(y, x)) + ψ(x, y)x + ψ(y, x)y) + ...

σ(x, ξ) = x +
1

2
xξ +

1

12

(

µ(x, xξ) + (x)ξx
+ (xξ)ξ

)

+ ...

χ(x, ξ) = ξ +
1

2
ξx +

1

12

(

ψ(x, xξ) + [ξx , ξ] + (ξx)x + (ξ)xξ
)

+ ...

∀ξ ∈ g1, ∀x, y ∈ g2.

Définition 6. Soit (g, g1 , g2) une algèbre de Lie quasi-double. Une forme bilinéaire
< ., . >: g1 × g2 −→ R est dite invariante si ∀ξ, η ∈ g1, ∀x, y, z ∈ g2, on a :
a) < ξ, µ(x, y) >=< ξy , x >, µ étant le crochet défini sur g2 ;
b) < [ξ, η], x >=< η, xξ

> où [., .] est le crochet de Lie sur g1 ;
c) < ψ(x, y), z >=< ψ(y, z), x >, où ψ est la projection sur g2 du crochet de Lie de g.

Exemple 4. Soit (sl(n, C), su(n), sh(n)) l’algèbre de Lie quasi-double de l’exemple 3.
Alors la forme bilinéaire < ., . >: su(n) × sh(n) −→ R définie par

< ξ, x >= Im(trace(xξ)), ∀x ∈ sh(n), ∀ξ ∈ su(n),

est invariante.

Soit (G, G1, G2) un groupe de Lie quasi-double ; pour tout x ∈ TeG2, soit xL le
champ de vecteurs invariant à gauche sur G associé à x, c’est-à-dire

xL(d) = (Te Ld)(x) ∈ TdG, ∀d ∈ G
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où Ld est la translation à gauche par d dans G, et xλ l’image directe par ΠG2
du

champ xL, c’est-à-dire

xλ(ΠG2
(d)) = [Te(ΠG2

◦ Ld)](x) ∈ TΠG2
(d)G2, ∀d ∈ G.

Il est clair que xλ n’est pas invariant à gauche par les translations dans G2 du fait
de la non associativité de m ; appelons-le le champ de vecteurs translaté à gauche
sur G2 associé à x. Soit (λa)∗ (respectivement (ρb)∗) l’application linéaire tangente
de λa (respectivement ρb).
On a le résultat suivant

Proposition 2. Soit (G, G1, G2) un groupe de Lie quasi-double ; soit ρG2
: TeG1 −→

X (G2), l’homomorphisme d’algèbres de Lie associé à l’action σ de G1 sur G2, X (G2)
étant l’algèbre de Lie des champs de vecteurs sur G2. Alors pour tous ξ ∈ TeG1, pour
tous a, b ∈ G2, pour tous x, y ∈ TeG2, on a

xλ(m(a, b)) = (λa)∗(xλ(b)) + (ρb)∗(ρG2
(xb)(a)),

ρG2
(ξ)(m(a, b)) = (λa)∗(ρG2

(ξ)(b)) + (ρb)∗(ρG2
(ξb)(a)),

[xλ, yλ] = ρG2
(ψ(x, y)) + (µ(x, y))λ

où [xλ, yλ] désigne le crochet de Lie des champs de vecteurs xλ et yλ sur G2, xb et ξb sont
des éléments de TeG, définis respectivement par

xb = d
dt |t=0(α(b, exptx)) et ξb = d

dt |t=0(χ(b, exptξ))

Démonstration : Ici, on notera σa(g) = σ(a, g) et nous désignerons par La (res-
pectivement Ra) la translation à gauche (respectivement à droite) par a ∈ G2 dans
le groupe de Lie G. Démontrons la première relation ; en effet d’après la formule
(6) du théorème 1 et la définition de m, ∀a, b ∈ G2 et ∀x ∈ TeG2, on a :

xλ(m(a, b)) = d
dt |t=0(m(m(a, b), exptx))

= d
dt |t=0(m(σ(a, α(b, exptx)), m(b, exptx)))

= (ΠG2
)∗( d

dt |t=0(σ(a, α(b, exptx)).ΠG2
(b.exptx)))

= (ΠG2
)∗((σa)∗( d

dt |t=0(α(b, exptx))).b)

+(ΠG2
)∗((σ(a, e).( d

dt |t=0(ΠG2
(b.exptx))))

= (ΠG2
oRboσa)∗( d

dt |t=0(α(b, exptx))) + (ΠG2
oLa)∗(xλ(b))

= (ρboσa)∗( d
dt |t=0(α(b, exptx))) + (λa)∗(xλ(b))

= (λa)∗(xλ(b)) + (ρb)∗(ρG2
(xb)(a)).

D’où le résultat ; en particulier si α(a, b) = e, ∀a, b ∈ G2, alors xb = 0, ∀x ∈ TeG2

et on retrouve le fait que xλ est invariant à gauche sur G2 qui est dans ce cas un
groupe de Lie. La démonstration de la deuxième relation est identique, et celle
de la dernière découle de l’identité bien connue pour les groupes de Lie en se
plaçant dans le groupe de Lie G, à savoir

[xL, yL] = [x, y]L,

où xL, yL désignent les champs de vecteurs invariants à gauche sur G associés à x
et y respectivement, [xL, yL] est leur crochet de Lie dans G et [x, y] le crochet de Lie
des éléments x et y dans TeG. Ce qui achève la démonstration de la proposition.



604 M. Bangoura

4 Bigèbres quasi-Lie

Les bigèbres quasi-Lie sont les objets duaux des quasi-bigèbres de Lie introduites
par Drinfeld [6]. Plus précisément

Définition 7. Une bigèbre quasi-Lie est un quadruplet (F, µ, γ, ψ) où F est un espace
vectoriel de dimension finie sur K, K = R ou C, µ : Λ2F −→ F, γ : F −→ Λ2F, et
ψ ∈ Λ3F∗ tels que :

1. Alt(γ ⊗ Id)γ(x) = 0, ∀x ∈ F, i.e (F, γ) est une co-algèbre de Lie ;

2. γ est une dérivation par rapport à µ, c’est-à-dire

γ(µ(x, y)) = µ(γ(x), y) + µ(x, γ(y)), ∀x, y ∈ F;

3. Alt(µt ⊗ Id)µt(ξ) = (δγψ)(ξ), ∀ξ ∈ F∗, où µt : F∗ −→ Λ2F∗ est l’opérateur
transposé de µ et δγ désigne l’opérateur cobord d’algèbre de Lie définie par γ ;

4. Alt((µt ⊗ Id ⊗ Id)ψ) = 0,

où Alt est l’opérateur alternateur défini sur l’algèbre tensorielle de F∗ par

Alt(ξ1 ⊗ ... ⊗ ξn) = ∑
σ

signσξσ(1) ⊗ ... ⊗ ξσ(n),

ξi ∈ F∗, i = 1, ..., n, σ étant une permutation de {1, ..., n} et signσ la signature de la
permutation σ.

Remarques :
a) Dans le cas où ψ = 0, le triplet (F, µ, γ) satisfaisant les conditions ci-dessus est
une bigèbre de Lie [5, 14, 2]. Dans ce cas, la condition (2) signifie que γ est un
1−cocycle de (F, µ) à valeurs dans Λ2F par rapport à l’action adjointe définie par
µ.
b) Si (F, µ, γ, ψ) est une bigèbre quasi-Lie, alors (F∗ , γ, µ, ψ) est une quasi-bigèbre
de Lie [12, 13]. Ainsi, comme on le voit, ces deux notions sont duales l’une de
l’autre et ne sont pas auto-duales.

En identifiant les applications µ et γ à des éléments de l’algèbre extérieure de
F∗ ⊕ F, à savoir µ ∈ Λ2F∗ ⊗ F, γ ∈ F∗ ⊗ Λ2F, et en utilisant les propriétés du
grand crochet [13] nous avons le résultat suivant

Proposition 3. (F, µ, γ, ψ) est une bigèbre quasi-Lie si et seulement si µ + γ + ψ est de
carré nul par rapport au grand crochet ; plus précisément si les conditions suivantes sont
satisfaites

[γ, γ] = 0

[γ, µ] = 0

1

2
[µ, µ] + [γ, ψ] = 0

[µ, ψ] = 0.
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Ce formalisme a l’avantage de simplifier les calculs dans la théorie des bigèbres
de Lie et leurs généralisations [13].

Exemple 5. Soit (F, γ) une co-algèbre de Lie ; soit ω ∈ Λ2F∗ et posons

µ = δγ(ω)

ψ = −1

2
[ω, ω]γ

où [., .]γ désigne le crochet de Schouten algébrique [13] associé à γ. Alors (F, µ, γ, ψ) est
une bigèbre de quasi-Lie.

Exemple 6. Considérons la décomposition polaire de l’algèbre de Lie réelle sl(n, C), c’est-
à-dire

sl(n, C) = su(n) ⊕ sh(n).

Soient γ le crochet de Lie sur su(n) et ψ la restriction à sh(n) du crochet de Lie de
sl(n, C), qui est à valeurs dans su(n). Comme su(n) s’identifie au dual sh(n)∗ de sh(n)
par l’intermédiaire de la forme bilinéaire invariante non dégénérée définie sur sl(n, C)
par

< x, y >= Im(trace(xy)), x, y ∈ sl(n, C),

on peut identifier ψ à un élément de Λ3su(n) ∼= Λ3(sh(n))∗ . Par conséquent
(sh(n), 0, γ, ψ) est une bigèbre quasi-Lie.

Nous allons à présent montrer qu’à toute structure de bigèbre quasi-Lie sur un
espace vectoriel donné F de dimension finie, il correspond une certaine structure
d’algèbre de Lie sur F ⊕ F∗ et inversement [13, 3] ; faisant ainsi du triplet (F ⊕
F∗, F∗, F) une algèbre de Lie quasi-double.

Soit (F, µ, γ, ψ) une bigèbre quasi-Lie ; pour plus de simplicité, désignons γ
et sa transposée par le même symbole et identifions ψ ∈ Λ3F∗ à une application
bilinéaire antisymétrique notée aussi par ψ : Λ2F −→ F∗ définie par

< ψ(x, y), z >= ψ(x, y, z), ∀x, y, z ∈ F,

où < ., . > désigne le crochet de dualité entre F et F∗. Nous avons le résultat
suivant ([3]) :

Théorème 4. Le crochet M sur F ⊕ F∗ défini par :

M(x, y) = µ(x, y) + ψ(x, y), ∀x, y ∈ F

M(x, ξ) = −ad
∗γ
ξ x + ad

∗µ
x ξ, ∀x ∈ F, ∀ξ ∈ F∗

M(ξ, η) = γ(ξ, η), ∀ξ, η ∈ F∗

où ad
µ
x y = µ(x, y), ad

∗µ
x = −(ad

µ
x )t, ad

γ
ξ η = γ(ξ, η) et ad

∗γ
ξ = −(ad

γ
ξ )t,

est un crochet d’algèbre de Lie laissant invariant le produit scalaire canonique défini sur
F ⊕ F∗ par

< x + ξ, y + η >=< ξ, y > + < η, x >, ∀x, y ∈ F, ∀ξ, η ∈ F∗
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De façon plus précise, on montre dans [3], que les structures de bigèbre quasi-
Lie sur un espace vectoriel F sont en correspondance bijective avec les struc-
tures d’algèbre de Lie quasi-double sur (F ⊕ F∗, F∗, F) laissant invariant le pro-
duit scalaire canonique, c’est-à-dire les structures de quasi-triple de Manin [1].
Dans [13, 3], le couple (F ⊕ F∗, M) est appelé le double de la bigèbre quasi-Lie
(F, µ, γ, ψ). Ainsi, d’après le corollaire 2, à toute structure de bigèbre quasi-Lie, il
correspond une structure d’algèbre d’Akivis.
Pour plus de détails sur les bigèbres quasi-Lie, voir [12, 13, 3].

5 Quasi-groupes de Lie quasi-Poisson

Dans cette section, nous définissons l’objet géométrique correspondant à une
bigèbre quasi-Lie, puis nous établissons un résultat liant les deux notions.

Définition 8. Un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson est un ensemble (B, m, G, σ, P, α, χ,
< ., . >) où (B, m) est une boucle de Lie mono-alternative à droite, G un groupe de Lie
agissant à droite sur B par σ : B × G −→ B, P un champ de bivecteurs s’annulant en
l’identité de B, α : B × B −→ G une application analytique, χ : B × G −→ G une
action à gauche α−tordue de B sur G et < ., . >: TeG × TeB −→ R une forme bilinéaire
invariante non dégénérée tels que

1. m(m(a, b), c) = m(σ(a, α(b, c)), m(b, c)), ∀a, b, c ∈ B;

2. α(a, b)α(m(a, b), c) = χ(a, α(b, c))α(σ(a, α(b, c)), m(b, c)), ∀a, b, c ∈ B;

3. 1
2 [P, P]S = −(Λ3ρB)(ψ), où [., .]S désigne le crochet de Schouten des champs de
multivecteurs [11, 13], ρB : TeG −→ X (B) l’homomorphisme d’algèbres de Lie
associé à l’action σ et ψ le crochet commutateur associé à α ;

4. Lxλ P = [(Lxλ P)(e)]λ − (Λ2ρB)(ψ(x)), ∀x ∈ TeB, où xλ désigne le champ de
vecteurs translaté à gauche correspondant à x et Lxλ P la dérivée de Lie de P par
rapport à xλ.

Remarques :
1) Si α(a, b) = e, ∀a, b ∈ B (donc ψ = 0), alors (B, m) est un groupe de Lie
muni d’une structure de Poisson ; si en plus B est connexe, la condition (4) de
la définition ci-dessus (ψ = 0) est équivalente à la multiplicativité [16, 15, 13] de
P car P(e) = 0, et donc (B, m, P) est un groupe de Lie-Poisson.

2) Par définition (ρB(ξ))(a) = d
dt |t=0(σ(a, exp(−tξ))).

3) La non dégénérescence de < ., . > identifie TeG avec le dual (TeB)∗ de TeB ;
d’où de l’invariance de < ., . >, ψ ∈ Λ3(TeB)∗ ∼= Λ3TeG.
4) Dans la condition 4) de la définition d’un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson, ψ
est identifié à une application de TeB dans Λ2(TeB)∗ ∼= Λ2TeG par
< ψ(x), y ∧ z >=< ψ(x, y), z >= ψ(x, y, z).
5)Par définition d’un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson, P n’est pas en général
Poisson, mais il définit un crochet de Poisson sur l’espace C∞(B)G des fonctions
G−invariantes définies sur B [1].

On a le résultat suivant
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Proposition 4. Soit (B, m, G, σ, P, α, χ, < ., . >) un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson
local ; soit γ la linéarisation de P en l’identité de B [21], c’est-à-dire γ(x) = (Lxλ P)(e),
∀x ∈ TeB. Alors l’application γ : TeB −→ Λ2(TeB) satisfait les propriétés suivantes :

1. γ2 = 0;

2. γ(µ(x, y)) = µ(γ(x), y) + µ(x, γ(y)), ∀x, y ∈ TeB,

où µ est le crochet associé à m, et γ2(x) = (γ ⊗ Id + Id ⊗ γ)(γ(x)).

Démonstration : 1) En utilisant l’identité de Jacobi graduée du crochet de Schou-
ten et la condition (4) de la définition d’un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson, on
obtient

[xλ, [P, P]S]S = 2[[xλ, P]S, P]S
= 2[γ(x)λ − (Λ2ρB)(ψ(x)), P]S
= 2([γ2(x)]λ − (Λ3ρB)(ψ(γ(x)))

−[(Λ2ρB)(ψ(x)), P]S), ∀x ∈ TeB.

D’où

[xλ, [P, P]S]S = 2([γ2(x)]λ − (Λ3ρB)(ψ(γ(x))) − [(Λ2ρB)(ψ(x)), P]S).

Ainsi, en évaluant cette égalité en l’identité e dans B, sachant que P(e) = 0 et ρB

s’annule en e, on trouve

[xλ, [P, P]S]S(e) = 2γ2(x), ∀x ∈ TeB.

Par ailleurs, de la condition (3) de la définition d’un quasi-groupe de Lie quasi-
Poisson et en utilisant la définition de la dérivée de Lie, on a

[xλ, [P, P]S]S(e) = −2[xλ, Λ3ρB(ψ)]S(e) = −2(Lxλ Λ3ρB(ψ))(e)

= −2 d
dt |t=0((Λ3ρB(ψ)(exptx))exp(−tx))

= −2 d
dt |t=0((Λ3(ρexp(−tx) ◦ σexptx))∗(ψ))

où σa(g) = σ(a, g), ∀a ∈ B, ∀g ∈ G. Comme ψ ∈ Λ3(TeB)∗ et (σe)∗ = 0, la règle
de dérivation de la composition des applications prouve que [xλ, [P, P]S]S(e) = 0.
De ce qui précède, il s’ensuit que γ2(x) = 0, ∀x ∈ TeB; d’où γ2 = 0.
2) En utilisant la relation (4) de la définition d’un quasi-groupe de Lie quasi-
Poisson et la relation [xλ, yλ] = ρB(ψ(x, y)) + (µ(x, y))λ sachant que ρB s’annule
en e, on obtient

γ(µ(x, y)) = (Lµ(x,y)λ P)(e)

= (L[xλ ,yλ]P)(e) − (LρB(ψ(x,y))P)(e)

= (Lxλ Lyλ P)(e) − (Lyλ Lxλ P)(e)

= [xλ, [yλ, P]](e) − [yλ, [xλ, P]](e)
= [xλ, γ(y)λ](e) − [xλ, (Λ2ρB)(ψ(y))](e)

−[yλ, γ(x)λ](e) + [yλ, (Λ2ρB)(ψ(x))](e)
= µ(γ(x), y) + µ(x, γ(y)).
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D’où

γ(µ(x, y)) = µ(γ(x), y) + µ(x, γ(y)), ∀x, y ∈ TεB.

Ce qui achève la démonstration de la proposition.
Remarques : La relation γ2 = 0 signifie que γ est un co-crochet de Lie sur TeB ou
encore un crochet de Lie sur (TeB)∗ ∼= TeG qu’on va identifier avec le crochet de
Lie de TeG. Ainsi l’invariance de < ., . > prouve que

ξx = ad
∗µ
x ξ, xξ = −ad

∗γ
ξ x.

La relation (2) de la proposition exprime le fait que γ est une dérivation par rap-
port à µ. En termes de grand crochet, les deux relations s’écrivent respectivement
comme suit [13]

[γ, γ] = 0

[γ, µ] = [µ, γ] = 0.

Le résultat suivant établit une correspondance entre les quasi-groupes de Lie
quasi-Poisson locaux et les bigèbres quasi-Lie.

Théorème 5. L’espace tangent en l’identité à la boucle de Lie de tout quasi-groupe de
Lie quasi-Poisson local (B, m, G, σ, P, α, χ, < ., . >) est muni d’une structure de bigèbre
quasi-Lie (F, µ, γ, ψ), où F = TeB, µ est le crochet commutateur défini à partir de la loi
de composition m, γ = deP la linéarisation de P en l’identité et ψ le crochet commutateur
associé à l’application α.

Inversement, à toute bigèbre quasi-Lie réelle (F, µ, γ, ψ), il correspond un unique
quasi-groupe de Lie quasi-Poisson local à isomorphisme près, dont la bigèbre quasi-Lie
tangente coı̈ncide avec la bigèbre quasi-Lie donnée.

Démonstration : Soit (B, m, G, σ, P, α, χ, < ., . >) un quasi-groupe de Lie quasi-
Poisson local. Soit F = TeB ; soient µ et ψ les crochets commutateurs associés à m
et α respectivement. Comme P(e) = 0, on peut considérer la linéarisation de P en
e et désignons-la par γ, i.e γ(x) = (Lxλ P)(e). D’après la proposition 4, γ est un
co-crochet de Lie sur F et une dérivation par rapport à µ.
Considérons à présent la relation (1) de la définition d’un quasi-groupe de Lie
quasi-Poisson

m(m(a, b), c) = m(σ(a, α(b, c)), m(b, c)), ∀a, b, c ∈ B.

Alors en effectuant localement un développement limité d’ordre 3 au voisinage
de zéro des deux membres de cette égalité en utilisant la proposition 1, on obtient
pour tous x, y, z ∈ F

3µ(µ(x, y), z) + µ(x, µ(y, z)) + µ(y, µ(x, z)) + yψ(x,z) + xψ(y,z) − 3zψ(x,y) =

= 3µ(x, µ(y, z)) + µ(y, µ(z, x)) + µ(z, µ(y, x)) + yψ(z,x) + 3xψ(y,z) + zψ(y,x).

En utilisant l’antisymétrie des applications µ et ψ, on obtient

∑
©

µ(µ(x, y), z) = ∑
©

xψ(y,z).
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Mais l’invariance de < ., . > prouve que

xψ(y,z) = −ad
∗γ
ψ(y,z)

x;

en effet ∀x, y, z ∈ F, ξ ∈ TeG, on a

< xψ(y,z), ξ >=< γ(ψ(y, z), ξ), x >= − < ad
∗γ
ψ(y,z)

x, ξ >;

ce qui prouve l’affirmation. D’où

∑
©

µ(µ(x, y), z) = −∑
©

ad
∗γ
ψ(y,z)

x, ∀x, y, z ∈ F.

Par transposition, on trouve que cette égalité est équivalente à

(Alt(µt ⊗ Id)µt)(ξ) = (δγψ)(ξ), ∀ξ ∈ F∗.

En effet ∀x, y, z ∈ F, ξ ∈ TeG, on a

∑
©

µ(µ(x, y), z) = −∑
©

ad
∗γ
ψ(y,z)

x

⇔< ∑
©

µ(µ(x, y), z), ξ >= − < ∑
©

ad
∗γ
ψ(y,z)

x, ξ >

⇔< ∑
©

µ(x, µ(y, z)), ξ >=< ∑
©

ad
∗γ
ψ(y,z)

x, ξ >

⇔< (µ(Id ⊗ µ)) ∑
©

(x ⊗ y ⊗ z), ξ >= ∑
©

< γ(ξ, ψ(x, y)), z >

⇔< (µ(Id ⊗ µ))(Alt(x ⊗ y ⊗ z)), ξ >= −∑
©

< ψ(x, y), ad
∗γ
ξ z >

⇔< (µ(Id ⊗ µ))(Alt(x ⊗ y ⊗ z)), ξ >= − < ψ, ∑
©

(x ⊗ y ⊗ ad
∗γ
ξ z) > .

Par transposition, on trouve

⇔< (Alt(µt ⊗ Id)µt)(ξ), x ⊗ y ⊗ z >=

< (ad
γ
ξ ⊗ Id ⊗ Id + Id ⊗ ad

γ
ξ ⊗ Id + Id ⊗ Id ⊗ ad

γ
ξ )(ψ), x ⊗ y ⊗ z >

< (Alt(µt ⊗ Id)µt)(ξ), x ⊗ y ⊗ z >=< (δγψ)(ξ), x ⊗ y ⊗ z > ∀x, y, z ∈ F.

La non dégénérescence de < ., . > prouve que

(Alt(µt ⊗ Id)µt)(ξ) = (δγψ)(ξ), ∀ξ ∈ F∗.

Enfin, considérons la relation (2) de la définition d’un quasi-groupe de Lie quasi-
Poisson

α(a, b)α(m(a, b), c) = χ(a, α(b, c))α(σ(a, α(b, c)), m(b, c)), ∀a, b, c ∈ B;
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comme précédemment, en effectuant localement un développement limité d’ordre
3 au voisinage de zéro des deux membres de cette égalité en utilisant la proposi-
tion 1, on obtient

∑
©

ψ(µ(x, y), z) = ∑
©

ψ(y, z)x , ∀x, y, z ∈ F.

L’invariance de < ., . > prouve que

ψ(y, z)x = ad
∗µ
x ψ(y, z);

en effet ∀x, y, z, u ∈ F, on a

< ψ(y, z)x , u >=< ψ(y, z), µ(u, x >= − < ψ(y, z), µ(x, u >=< ad
∗µ
x ψ(y, z), u >;

ce qui prouve l’affirmation. D’où

∑
©

ψ(µ(x, y), z) = ∑
©

ad
∗µ
x ψ(y, z), ∀x, y, z ∈ F.

Par transposition, on trouve que cette dernière égalité est équivalente à

(Alt(µt ⊗ Id ⊗ Id))(ψ) = 0.

En effet ∀x, y, z, u ∈ F, considérant la somme sur les permutations circulaires de
x, y, z on a

∑
©

ψ(µ(x, y), z) = ∑
©

ad
∗µ
x ψ(y, z)

⇔< ∑
©

ψ(µ(x, y), z), u >=< ∑
©

ad
∗µ
x ψ(y, z), u >

⇔< ∑
©

ψ(µ(x, y), z) − ∑
©

ad
∗µ
x ψ(y, z), u >= 0

⇔ ∑
©

ψ(µ(x, y), z, u)+ < ∑
©

ψ(y, z), ad
µ
x u >= 0

⇔ ∑
©

ψ(x, u, µ(y, z))+ < ∑
©

ψ(y, z), µ(x, u) >= 0

⇔ ∑
©

ψ(x, u, µ(y, z)) + ∑
©

ψ(x, y, µ(z, u)) = 0

⇔< ψ, (Id ⊗ Id ⊗ µ)(Alt(x ⊗ y ⊗ z ⊗ u)) >= 0.

Par transposition, on trouve

< Alt(µt ⊗ Id ⊗ Id)(ψ), x ⊗ y ⊗ z ⊗ u >= 0 ∀x, y, z, u ∈ F.

La non dégénérescence de < ., . > montre que

(Alt(µt ⊗ Id ⊗ Id))(ψ) = 0.

En définitive, (F, µ, γ, ψ) est une bigèbre quasi-Lie.



Bigèbres quasi-Lie et boucles de Lie 611

Inversement soit (F, µ, γ, ψ) une bigèbre quasi-Lie ; d’après le théorème 4, il
lui correspond une structure d’algèbre de Lie quasi-double sur (F⊕ F∗ , F∗, F) lais-
sant invariant le produit scalaire canonique. Soit (D, G, B) le groupe de Lie quasi-
double local correspondant à (F ⊕ F∗, F∗, F) décrit par le théorème 2. ∀a, b ∈ B,
∀g ∈ G, posons

m(a, b) = ΠB(ab), α(a, b) = ΠG(ab), σ(a, g) = ΠB(ag), χ(a, g) = ΠG(ag).

Il est clair que σ est une action à droite de G sur B et χ est une action à gauche α-
tordue. De la relation d’associativité dans D, (a(bc)D)D = ((ab)Dc)D, ∀a, b, c ∈ B,
on obtient les relations (1) et (2) de la définition d’un quasi-groupe de Lie quasi-
Poisson.
Par ailleurs, d’après [13], par la donnée de la bigèbre quasi-Lie (F, µ, γ, ψ), F ⊕ F∗

est munie d’une structure de quasi-bigèbre de Lie quasitriangulaire (F ⊕ F∗, M,
Γ, ψ), où M est la structure d’algèbre de Lie sur F ⊕ F∗ décrite par le théorème 4,
Γ est le co-crochet sur F ⊕ F∗ défini par le cobord de l’élément r = 1

2(ΠF∗ − ΠF)
par rapport au crochet d’algèbre de Lie M, i.e Γ = δMr ; explicitement

r(ξ, x) =
1

2
(−x, ξ)

et

Γ(x, ξ) = γ(x) − µt(ξ) − ψ(x) ∈ Λ2(F ⊕ F∗)

où γ : F −→ Λ2F, µt : F∗ −→ Λ2F∗ (transposition), ψ : F −→ Λ2F∗.
De la théorie des quasi-bigèbres de Lie et groupes de Lie quasi-Poisson [13], on
sait que cette structure sur F ⊕ F∗ s’intègre en une structure de groupe de Lie
quasi-Poisson sur D notée par (D, P, ψ), où
• P est un champ de bivecteurs multiplicatif [16, 15, 13] sur le groupe de Lie D,
c’est-à-dire P(gh) = (Lg)∗P(h) + (Rh)∗P(g), ∀g, h ∈ D, où (Lg)∗ (resp. (Rh)∗)
désigne l’application linéaire tangente de la translation à gauche (resp. à droite)
de D par g (resp. par h) ;
• 1

2 [P, P]S = ψR − ψL, où [., .]S désigne le crochet de Schouten des champs de

multivecteurs sur D [11, 13] et ψL (respectivement ψR) désigne le champ de tri-
vecteurs invariant à gauche (respectivement à droite) sur D associé à ψ ;
• [P, ψL]S = [P, ψR]S = 0.
Considérons à présent l’image directe par ΠB : D −→ B du champ de bivecteurs
P et notons-la par PB, c’est-à-dire

PB(ΠB(d)) = (Λ2TdΠB)(P(d)), ∀d ∈ D.

PB est bien un champ de bivecteurs défini sur B avec PB(e) = 0, à cause du ca-
ractère multiplicatif de P. Par ailleurs, prenant l’image directe par ΠB des deux
membres de l’égalité

1

2
[P, P]S = ψR − ψL,

on obtient
1

2
[PB, PB]S = (Λ3(ΠB)∗)(ψR)− (Λ3(ΠB)∗)(ψL).
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Mais (Λ3(ΠB)∗)(ψR) = 0 car ψ ∈ Λ3(TeB)∗ et ΠB ◦ Ra = ρa ◦ΠB par construction
de la structure du groupe de Lie quasi-double (D, G, B) ; d’autre part

(Λ3(ΠB)∗)(ψL) = (Λ3ρB)(ψ).

D’où
1

2
[PB, PB]S = −(Λ3ρB)(ψ).

Enfin d’après [16, 15, 13], comme D est connexe, la multiplicativité de P est équivalente
aux conditions suivantes : P(e) = 0 et LXL P est invariant à gauche, c’est-à-dire

LXL P = [(LXL P)(e)]L , ∀X ∈ TeD = F ⊕ F∗,

où XL désigne le champ de vecteurs invariant à gauche sur D associé à X. Mais
de ce qui précède, (LXL P)(e) = Γ(X) = (γ − µt − ψ)(X), ∀X ∈ TeD = F ⊕ F∗.
Considérons la relation ci-dessus avec X = x ∈ F, c’est-à-dire

LxL P = [Γ(x)]L = [γ(x) − ψ(x)]L;

comme ψ(x) ∈ Λ2F∗, en prenant l’image directe par ΠB des deux membres de
cette égalité, on obtient

Lxλ PB = [γ(x)]λ − (Λ2ρB)(ψ(x)) = [(Lxλ PB)(ε)]λ − (Λ2ρB)(ψ(x)).

Pour la forme bilinéaire invariante non dégénérée, il suffit de prendre pour
< ., . > la restriction à F × F∗ du produit scalaire canonique défini sur F ⊕ F∗.
En définitive, (B, m, G, σ, PB , α, χ, < ., . >) est un quasi-groupe de Lie quasi-Pois-
son local dont la bigèbre quasi-Lie tangente est bien celle de départ.

Corollaire 3. Soit (F, µ, γ, ψ) une bigèbre de quasi-Lie et soit (B, m, G, σ, PB , α, χ,
< ., . >) le quasi-groupe de Lie quasi-Poisson local correspondant décrit par le théorème
précédent ; soit (D, G, B) le groupe de Lie quasi-double local correspondant à (F ⊕ F∗,
F∗, F) décrit par le théorème 2. Alors le champ de bivecteurs PB sur B satisfait la relation

LρB(ξ)PB = −(Λ2ρB)(µt(ξ)), ∀ξ ∈ TeG.

Démonstration : En effet, par définition

PB(ΠB(d)) = (Λ2TdΠB)(P(d)), ∀d ∈ D.

D’après le théorème précédent, P satisfait la relation

LXL P = [Γ(X)]L , ∀X ∈ TeD = F ⊕ F∗,

où XL désigne le champ de vecteurs invariant à gauche sur D associé à X et
Γ(X) = (γ − µt − ψ)(X).
Pour X = ξ ∈ TeG = (TeB)∗, prenant l’image directe par ΠB des deux membres
de la relation précédente sachant que (ΠB)∗(ξL) = ρB(ξ), µt(ξ) ∈ Λ2TeG,
γ : F −→ Λ2F, et ψ : F −→ Λ2F∗, on obtient la relation annoncée.
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Remarques :
a) Si α(a, b) = e, ∀a, b ∈ B et si le groupe de Lie G est connexe, la relation énoncée
dans le corollaire précédent traduit de manière équivalente le fait que σ est une
action de Poisson [16].
b) Dans [1, 4], le couple (B, PB) vérifiant la condition (3) de la définition d’un
quasi-groupe de Lie quasi-Poisson et la relation énoncée dans le corollaire précé-
dent, est appelé un G−espace quasi-Poisson, où G est muni de sa structure de
groupe de Lie quasi-Poisson induite par celle de D. Dans [1], une construction
similaire du champ de bivecteurs PB est donnée sur l’ensemble D/G des classes
à gauche, et l’action de G sur D/G est une action à gauche ; d’où l’apparition de
différences de signes par rapport à la nôtre, notamment dans l’expression de PB

et de son carré par rapport au crochet de Schouten.

Exemple 7. Tout groupe de Lie-Poisson (G, P) est un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson ;
il suffit de considérer le groupe de Lie-Poisson dual G∗ avec lequel ils agissent l’un sur
l’autre [16] et de prendre ψ = 0.

Exemple 8. Considérons la décomposition polaire du groupe de Lie réel SL(2, C) des
matrices complexes 2 × 2 de déterminant 1,

SL(2, C) = SU(2) × SH(2).

Soit

e1 =
1√
2

(

1 0
0 −1

)

, e2 =
1√
2

(

0 1
1 0

)

, e3 =
1√
2

(

0 i
−i 0

)

la base canonique de sh(2), l’espace tangent à SH(2) en l’identité, et

ε1 =
1√
2

(

i 0
0 −i

)

, ε2 =
1√
2

(

0 i
i 0

)

, ε3 =
1√
2

(

0 −1
1 0

)

.

la base duale de su(2) relativement à la forme bilinéaire invariante non dégénérée < ., . >

définie sur su(2) ⊕ sh(2) par

< ξ, ξ′ >= 0, , < x, x′ >= 0, < ξ, x >= Im(trace(xξ)),

∀x, x′ ∈ sh(2), ∀ξ, ξ′ ∈ su(2).
Par rapport au crochet de Lie de sl(2, C), nous avons les relations de commutation sui-
vantes dans les deux bases

[e1, e2] = −
√

2ε3, [e1, e3] =
√

2ε2, [e2, e3] = −
√

2ε1

[ε1, ε2] =
√

2ε3, [ε1, ε3] = −
√

2ε2, [ε2, ε3] =
√

2ε1

[e1, ε2] =
√

2e3, [e1, ε3] = −
√

2e2, [e2, ε1] = −
√

2e3,

[e2, ε3] =
√

2e1, [e3, ε1] =
√

2e2, [e3, ε2] = −
√

2e1,

[ei, εi] = 0, ∀i = 1, 2, 3.

Pour tous a, b ∈ SH(2) et tous g ∈ SU(2), posons

m(a, b) = ΠSH(2)(ab) = (ba2b)
1
2 , α(a, b) = ΠSU(2)(ab) = (ab)(ba2 b)−

1
2 ,
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σ(a, g) = ΠSH(2)(ag) = (g−1a2g)
1
2 , χ(a, g) = ΠSU(2)(ag) = (ag)(g−1a2g)−

1
2 .

Considérons le champ de bivecteurs sur SH(2) défini par

P =
1

2

3

∑
i=1

eλ
i ∧ ρSH(2)(εi),

où eλ
i est le champ de vecteurs translaté à gauche (par rapport à la loi m) associé à ei et

ρSH(2) est l’homomorphisme d’algèbres de Lie associé à σ, l’action de SU(2) sur SH(2).

Alors (SH(2), m, SU(2), σ, P, α, χ, < ., . >) est un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson
dont la bigèbre quasi-Lie tangente est (sh(2), 0, γ, ψ), où γ est le crochet de Lie sur su(2)
et ψ la restriction du crochet de sl(2, C) aux éléments de sh(2). Le groupe de Lie quasi-
Poisson dual est (SU(2), 0, ψ).

En effet, les conditions (1) et (2) de la définition d’un quasi-groupe de Lie
quasi-Poisson sont évidentes, elles s’obtiennent par un calcul direct utilisant les
définitions des différentes applications ; il est clair aussi que P(e) = 0 par définition
de P, e étant la matrice identité d’ordre 2. Par ailleurs, les calculs utilisant les re-
lations de commutation entre les éléments des deux bases, montrent que

1

2
[P, P]S = −(Λ3ρSH(2))(ψ) = 0,

où ψ considéré comme élément de Λ3su(2) ∼= Λ3(sh(2))∗ est égal à −
√

2(ε1 ∧
ε2 ∧ ε3) d’après les relations de commutation ; ce qui nous donne la condition (3)
de la définition. Vérifions à présent la condition (4) ; en effet par un calcul direct
utilisant les relations de commutation ci-dessus, on trouve

Leλ
1
P =

√
2(e2 ∧ e3)

λ +
√

2(Λ2ρSH(2))(ε2 ∧ ε3)

= [(Leλ
1

P)(e)]λ − (Λ2ρSH(2))(ψ(e1))

Leλ
2
P = −

√
2(e1 ∧ e3)

λ −
√

2(Λ2ρSH(2))(ε1 ∧ ε3)

= [(Leλ
2

P)(e)]λ − (Λ2ρSH(2))(ψ(e2))

Leλ
3
P =

√
2(e1 ∧ e2)

λ +
√

2(Λ2ρSH(2))(ε1 ∧ ε2)

= [(Leλ
3

P)(e)]λ − (Λ2ρSH(2))(ψ(e3)).

En définitive, (SH(2), m, SU(2), σ, P, α, χ, < ., . >) est un quasi-groupe de Lie
quasi-Poisson.
Remarques : Dans cet exemple, P est Poisson mais n’est pas multiplicatif au
sens de [16, 15, 13], car α(a, b) n’est pas la matrice identité d’ordre 2 pour tous
a, b ∈ SH(2) ; une telle structure définit un quasi-groupe de Lie-Poisson. Plus
généralement, si (Λ3ρB)(ψ) = 0 avec ψ 6= 0, on dit que (B, m, G, σ, PB , α, χ,
< ., . >) est un quasi-groupe de Lie-Poisson.

La construction de la structure définie ci-dessus sur SH(2) s’étend naturelle-
ment à SH(n) pour n ≥ 3.
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[20] L. V. Sabinin and P. O. Mikhéev, Quasigroups and differential geometry, in Qua-
sigroups and loops. Theory and applications, O. Chen, H. O. Pflugfelder, J.
D. Smith (eds), Heldermann Verlag, Berlin, 1990, Chap. 12.

[21] A. Weinstein, The local structure of Poisson manifolds, J. Diff. Geometry 18
(1983), 523-557.
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