Itération de pliages de quadrilateres (I1)

Yves Benoist Dominique Hulin

Abstract

Starting with a quadrilateral gy = (Ay, As, Ag, Ay) of R?, one constructs a
sequence of quadrilaterals ¢, = (A4n+t1,-.., Aanta) by iteration of foldings :
qn = P4 0 Y3 0 Y2 0 P1(gn—1) Where the folding ¢; replaces the vertex number
Jj by its symmetric with respect to the opposite diagonal (see figure 1).

We have studied in [1] the dynamical behavior of this sequence. In par-
ticular, we have seen that the drift v(qg) := nh_)ngo %qn exists and, for Lebesgue
almost all go, the sequence (¢, — nv(qo))n>1 is dense on a bounded analytic
curve (see figures 2 to 3).

Here, we prove that, for Baire generic g, the closure of the same sequence
(gn — nv(qo))n>1 contains all the translates of gq.

1 Introduction

Dans [1], nous étudions le comportement dynamique d’une suite ¢, = ¢"(qy) de
quadrilatéres du plan obtenus a partir d’'un quadrilatere g9 = (A;, Ag, A3, Ay) par
itération du pliage cyclique

P = P4 0 P30 Y3 0P

ou, a chaque étape, le pliage ¢; associe a un quadrilatere ¢ = (By,---,By) le
quadrilatere ¢;(¢q) obtenu en remplacant le sommet numéro j par son symétrique
par rapport a la diagonale opposée. On notera ¢, = (Aans1, Adnt2, Adnts, Adnia)-
On a donc A5 = s4,4,(A1) puis Ag = 54,4, (As), ete (voir figure 1).

Remarquons que les longueurs des cotés de ¢y et de ¢, sont les mémes. Notons
a; > 0 ces longueurs. On supposera a; +as+asz+as # 0. Répondant a des conjectures
de Charter et Rogers dans [2] basées sur des expérimentations numériques, on montre
dans [1] Pexistence d’une dérive

v(go) := lim ;g € R?
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Figure 1: Le pliage cyclique du quadrilatere go = (0, 10,7 + 5i, 3 + 61).

et on y donne un critere d’annulation de cette dérive : lorsque ¢y est de type non
périodique (c’est-a-dire lorsque gy n’est isométrique a aucun des ¢, avec n > 1), on
a ’équivalence

v(q) =0« M+m<p,

ou M est le plus grand coté, m le plus petit coté et p le demi-périmetre de ¢o. On
y montre d’une part 'affirmation suivante qui est illustrée par les figures 2 et 3.

Pour presque tout qq, la suite g,—nv(qo) est dense sur une courbe analytique bornée.
Par contraste, on y affirme aussi (prop 1.5.b de [1]) que
(A) pour qo générique, la suite q,—nv(qo) n’est pas bornée.

La condition qy générique signifie que 'assertion est vraie pour gy dans une in-
tersection dénombrable d’ouverts denses. Rappelons qu’une telle intersection est
encore dense.

Le but principal de ce texte est de préciser cette assertion (A):

Théoréme 1. Pour qy générique, la suite g, —nv(qo) admet dans son adhérence
tous les translatés du quadrilatere qq.

Autrement dit, génériquement, I’adhérence de cette suite est “la plus grosse pos-
sible”.

Les figures 2 et 3, qui illustrent bien le comportement dynamique de presque
tout quadrilatere, ne refletent donc pas du tout le comportement dynamique d’un
quadrilatere générique.

Voici le plan de cet article.

Nous commencons tout d’abord, dans la section 2, par rappeler les notations et
la démarche de [1] qui interprete la transformation ¢ comme un systéme dynamique
fibré au dessus d’une translation par un irrationnel p, sur le cercle R/Z.

Nous calculons ensuite dans la section 3 les coefficients de Fourier d’une fonction
cocycle f, associée a ce systeme dynamique.
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Nous montrons dans la section 4 que ’ensemble des translations qui envoient g
sur un quadrilatere de ’adhérence de 'orbite de ¢y est un semigroupe.

Nous montrons dans la section 5 comment construire des droites entieres de telles
translations limites a partir de conditions diophantiennes sur le nombre de rotation
pa et de conditions de décroissance des coefficients de Fourier ¢,(fa) du cocycle fa.

Nous vérifions dans la section 6 que ces conditions sont vérifiée pour gy générique
ce qui prouvera le théoreme 1.

Dans la section 7, nous signalons et corrigeons quelques erreurs et coquilles de [1].

2 Rappels sur le pliage cyclique

On note a = (aq, ag, az, a4) et () = Qa 'ensemble des quadrilateres de cotés ay, ag,
as et ays. On note Q = Q. le quotient de Q par le groupe des translations et Q = Q,
le quotient de () par le groupe des isométries positives de R2. Pour tout quadrilatere
q dans (), on note ¢ et ¢ ses images dans Q et Q. On note ¢ et @ (resp. ¢, et @;)
les transformations de Q et Q induites par @ (resp. ;).

La courbe Q est une courbe elliptique réelle et la transformation

P2 0 P1 = P40 P3

est une translation sur cette courbe elliptique. Cette courbe peut avoir une, ou deux
composantes connexes ; on parlera alors de quadrilatere de type connexe, ou non
connexe.

1 existe sur Q une fonction ¢-invariante h. En identifiant R? & C, elle est donnée
par

h(do) = 7’17"27”3/7”4 )

our; = aij(AjH—Aj) pour j = 1, 2 ou 3, et ry = i(Al—A4). On supposera
désormais, ce qui n’est pas restrictif, que h(gp) = —1. On introduit alors O =
{4 / h(g) = =1} ; c’est une courbe elliptique réelle revétement a deux feuillets de Q.
On notera ), la composante connexe de @1 contenant o ; elle est préservée par ¢.

L’action de ¢ sur la courbe Q% est conjuguée a une translation x € R/Z —
x4 pa € R/Z. Dire que ¢q est de type non périodique, c’est dire que p, € R/Z est
irrationnel. C’est une condition générique que nous supposerons désormais vérifiée.

Au dessus de cette courbe, le pliage cyclique “recentré” ¢ —v(qo) est donc conjugué
a un systéme dynamique p, sur R/Z x C donné par

Pa(,v) = (& + pa, v+ fa(z)), (1)
ou la fonction f, : R/Z — C est une fonction analytique explicite de moyenne nulle
(voir le lemme 5.1 de [1]).

3 Coefficients de Fourier

Le but de cette partie est d’estimer les coefficients de Fourier ¢, (fa).
Pour cela nous aurons encore besoin de quelques rappels de [1].
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Soient )
— ._ Ly 2 2 2
a:=aaz , R:=asay , r:= §|a1—a2—|—a3—a4|,

_ (%) €10, 1[U]1, 00| ,

et cn, sn, dn les trois fonctions trigonométriques elliptiques associées a ce parametre
k.

Notons

[N

AK7 & AK'Z. |

avec K, K" > 0, le réseau de C formé des périodes communes a ces trois fonctions,
et H la fonction
H(z) =cn(4Kz) +isn(4Kz) ,

qui est méromorphe 1-périodique sur C. Le comportement de H differe selon que
k<1louquek>1. Ona
1 1

H(z+§):—H(z) pour k <1 et H(z+§):H(—z) pour k > 1. (2)

Dans les deux cas, on a

/

H(—2)=H(Z) = 1/H(z) et H(z+z'2K—K):—1/H(z). (3)

Nous verrons ci-dessous que la fonction f, s’exprime simplement en fonction de

H. Comme nous souhaitons estimer ses coefficients de Fourier, nous commengons
. / / . ~

par ceux de H. Dans le rectangle [0, 1/2[+i [—2Z=, [ la fonction H a un seul pole

S 3R 2R
2 = —iyg ; ce pole est simple. On notera

Si l'on regarde H(z) comme une fonction de w := ¢*™ les seuls poles de la fonction
w — H(z) = Y,z ¢ (H)w™ dans I'anneau A := {w / wy? < |w| < w2} sont en wy
et —wy lorsque k < 1, et en wy et —wp ! lorsque k& > 1. On en déduit les estimations
suivantes, en notant Ry # 0 le résidu de H en wy :

pour k<1, co(H) = —2Rowy™ '+ O(wo_Qw) sin > 0 et n impair
= O(wy ™ sin < 0 ou n pair,
pour k> 1, cn(H) = —Rowy" ' + O(wgy ™) sin >0

= Ry(—wy) M1+ O(wo_m"') sin<0.

Chaque ¢; se releve a Q1 en une involution notée % (lorsque k > 1, on pourrait
supposer que ; préserve qu, mais pas en général). Il résulte alors de la formule
(36) de [1] qu'il existe des p; € R/Z et des signes ¢; = £1 (1 < 5 < 4), pour lesquels
p1 =0, e; = —1 et, pour tout x € R/Z,

fa(z) = > Fa;H(pj+¢;x) — v(qo) - (4)

1<j<4
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On a des égalités
Pa = E£2p3 et 2py = £2p5 = 2p3 .

En notant u; := e?™ri on aura donc

uy = Fuytuzt .
Les signes qui interviennent dans ces expressions dépendent de a mais sont indépendants
de x; nous n’aurons pas besoin de les préciser ici.
On peut donc exprimer les coefficients de Fourier de f, en fonction de ceux de H.

Lorsque n # 0 on obtient (avec encore u; =:= e*7i) :
enlfa) = Y Fajuy"ce,n(H). (5)
1<j<4

On retiendra finalement les estimations suivantes.

e Lorsque le quadrilatere gy est de type non connexe, ou de fagon équivalente
m+ M <p,oua¢g (R—r,R+r),ouencore k <1,ona:

sin€2Z+1:  cyfa)= Y. iQajuljn‘Rowo_'"‘_l + 0wy ™) (6)
{j ) e;n>0}
sin€2Z:  c(fa) = 0wy ™) . (7)

e Lorsque le quadrilatere gq est de type connexe, ou si £ > 1, on a :

calfa) = 3 Fau" Rowy ™™ + Owy ™) (8)

1<j<4

4 L'ensemble des translations limites

Avant de démontrer le théoreme 1, commencons par étudier “I’ensemble
FE, des translations limites”.

Proposition 2. Soient p € R/Z un irrationnel et f : R/Z — RY une fonction
continue a variation bornée de moyenne nulle. Soit ¢y le systeme dynamique sur
R/Z x RN donné par

QOf(.fL’,’U): ($+p,U+f(x)> , et (9)
E, = {v € RY / In;, € Z distincts tels que kh_}rgo O (2,0) = (z,v) } .

a) Pour tout x dans R/Z, 'ensemble E, est un sous-semigroupe fermé de R™ .
b) Si E, =RY, alors l'orbite {#}(x,0) / n >0} est dense dans R/Z x RY.

Démonstration Il est naturel d’introduire aussi les ensembles de translations lim-
ites pour les temps positifs ou négatifs:

E* .= {v e RY / 3In;, € £N distincts tels que kh_}rgo O (r,0) = (z,v) },

de sorte que E, = EXf UE_ .
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a) Montrons plus précisément les inclusions
Ef+E'CEl, E,+E, CE, |, (10)

Ef+E; CEf5, Ef+E, CE, . (11)

Montrons par exemple la derniere inclusion. Soient v dans Ef et v~ dans E, . Par
hypothese, il existe des suites positives strictement croissantes my et ny, telles que

lim '*(2,0) = (z,v") et lim ¢ (z,0) = (z,v7) .

k—o0 k—o00
Par continuité des transformations go?j, on peut alors trouver une suite £; telle que
la suite ng; — m; est positive, strictement croissante et

lim gp;nj_nkj (,0) = lim @} (x,07) = (z, 0" +07) .

j—o0 j—o0
Ce qui prouve bien l'inclusion Ef + E C E_ . Les autres inclusions se prouvent de

méme. En particulier E, est un sous-semigroupe de R”Y. Il est clairement fermé.
b) Montrons tout d’abord

EF 40 et B #10. (12)

Montrons par exemple la premiere. Il suffit pour cela de trouver une suite S d’entiers
n > 1 telle que lig np =0 et

I >° flz+Ekp)ll < Var(f) (13)

0<k<n

ou Var(f) est la variation totale de f. Cette majoration (13) résulte du lemme
de Koksma (lemme 4.13 de [1]). Nous en rappelons la démonstration car nous en
reprendrons les idées dans la section 5.

D’apres le principe des tiroirs de Dirichlet, on peut choisir une suite infinie S C N
d’entiers positifs n pour lesquels il existe un entier m premier a n tel que

m 1

d(p,—) < —=, 14
(0. ™) < (1)
ou, pour y, vy dans R/Z, d(y,y’) est la distance euclidienne de y a 3. Les n points
kp, pour 0 < k < n, se répartissent alors dans les n intervalles I; := (=, %), a

raison d'un point par intervalle. Lorsque le point kp est dans l'intervalle [;, on a la
majoration

7w+ k) = n [ Fo)de] < Vary (7).

ou Vary,(f) est la variation de f sur I'intervalle I;.

En sommant ces n inégalités et en utilisant I'hypothese [ f(¢)dt = 0, on obtient
la majoration (13) recherchée. On a donc Ef # (). De méme, on a E, # ().

Utilisons maintenant les inclusions (10) et (11). Soient v;” dans E; et v; dans
E de sorte que la somme vy := v; + v; est dans E N E_. Par hypothese, on a
I’égalité

RY=uv,+E, C EfNE;.

On en déduit les égalités B = E; = RY. En particulier, 'adhérence F' de I'orbite
{#F(x,0) / n > 0} contient tous les points (x,v) avec v dans RY. Comme p est

irrationnel, cette orbite est dense dans R/Z x RY. [
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oo°°°°°°°°°°oo
0,

6000000,
oo"o O0q,
o

Figure 2: La suite (A, )n<2500 pour des quadrilateres de type non connexe:
q0 = (2,12,5+ 3i,0), (0,10,4 + 4,6 +4), (1,11,4 + 20i,20¢) et (0,10,3 + 4,9 + 7).
Pour presque tout qq, les sommets de g, sont denses sur une courbe analytique.

Néanmoins, pour gy générique, ces sommets sont denses dans le plan!
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Figure 3: La suite (A, — § v(qo))n<2s00 pour des quadrilateres de type connexe:
g =(0,10,3,8+1) , (0,10,3,9+ 24), (2i,0,1,1+14) et (0,10,9,2 + 7).
Pour presque tout ¢g, les sommets de ¢, —nv(go) sont denses sur une courbe analytique.

Néanmoins, pour qo générique, ces sommets sont denses dans le plan!
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5 Construction de translations limites

La proposition suivante permet de construire des droites de transla-
tions limites a partir de propriétés diophantiennes du nombre de rotation
p et de propriétés de décroissance des coefficients de Fourier ¢, = ¢,(f)
du cocycle f.
On note u, 1= %™,
Proposition 3. Soient p € R/Z un irrationnel, f : R/Z — C une fonction analy-

tique de moyenne nulle et ¢, = c,(f) ses coefficients de Fourier. Soit oy le systéme
dynamique sur R/Z x RY donné par

pr(z,0) = (z+p,o+ f(2)) .

Soit x dans R/Z. On suppose qu’il existe des réels wg > 1, A > 0, un élémentv € C
et une suite infinie S C N wvérifiant les trois conditions suivantes:

pour tout n € Z, |ca| < Awg ™, (15)

1i£ (cpuy + copuy,")wy =v, (16)
m

pour tout n € S, il existe m premier a n tel que d(p, —) < n twy?" . (17)
n

Alors, siv # 0, la droite Ru est incluse dans ’ensemble E, des translations limites.

Remarque Cet énoncé n’est pas optimal: on peut remplacer C par RY, la suite
wy " par une suite a,... mais il nous suffira.

Commencons par une estimation des sommes de Birkhoff qui nous sera utile
lorsque le nombre de rotation p est tres proche d'un rationnel .

Lemme 4. Soient p € R/Z, f : R/Z — C une fonction analytique de moyenne
nulle. Pour tout entier n € Z et tout x € R/Z, on note ¢, = c,(f) les coefficients
de Fourier et S,(f,x) = S,(f,x,p) les sommes de Birkhoff:

Su(fix)= > flx+jp) sin>0,

0<j<n

n<j<0

a) Pour tout x,x' dans R/Z, on a la majoration

|Su(f, ) = Sulf, )] < (X [ker])Inld(, ') . (18)

kEZ

b) Pour m entier premier a n, on a la majoration

|Sn(f; ) = (enuy + conu,") n| < (Z\kck\)lnlzd(p,%)ﬂ > lexl)Inl . (19)

keZ |[k|>2n
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Démonstration du lemme 4 a) Cela résulte de la majoration, pour tout y, v’

dans R/Z,
[f(y) = FO < (X2 ker] ) d(y, )
kez
b) La méme majoration avec y = x + jp et y' = x + j=, prouve l'inégalité
1Su(f; @, p) — Sl |< > kel )nf* d(p, — )-
keZ
On calcule alors
Sn(f Z ncku
kenZ
On en déduit la majoration (19). [

Démonstration de la proposition 3 Soit ¢t € R. On veut trouver une suite %
d’entiers /¢ tels que
£1€I121€,0:0 et lglenzng(f,x):tv.

Notons F(t) la partie entiére de ¢. Montrons que la suite des entiers ¢,, = nL,, avec
n dans S et L, := E(tw{/n) convient. Supposons tout d’abord ¢ > 0.
On a, pour n dans S,

d(Cp,0) < nLyd(p, =) < tupd(p, =),

Ce qui, grace a ’hypothese (17), prouve la premieére assertion: lim,ecg £,p = 0.
Montrons la deuxieme assertion. On a 1’égalité

S (fx)= D Sulfiz+mnip). (20)
0<j<Lnp
D’apres (18), on a la majoration

156, (£.2) = LuSu(F.2)] < (X [kexl )L2n*d(p, =)

keZ
m
< (D ke )Pwgtd(p, —)
keZ n
qui tend vers 0 pour n dans S d’apres I'hypothese (17). D’apres (19), on a la
majoration
L,|S,(f,x) — (cpult + c_pu, ™) n|

Z |ke| )n® Ly, d( P,ZZ Z ekl ) n

keZ |k|>2n

m
< (D [kex] )tnwg d n (> ewl) twg
= |k|>2n

Les deux termes de la somme tendent vers 0, pour n dans S. Le premier grace a
I'hypothese (17) et le deuxieme grace a ’hypothese (15). Enfin, d’apres ’hypothese
(16), on a

lim (c ul + c_pu, ") nl, =tv .
nes
On déduit alors des trois assertions ci-dessus ’égalité cherchée
17/1319 Sén(f? :I:) = t,U

Un argument semblable permet de traiter le cas t < 0. [ |
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6 Densit é des orbites g énériques

Le but de cette partie est de montrer le théoreme 1.

Commengons par un lemme général. Notons p : RY — (R/Z)" la projection et d
la distance euclidienne sur (R/Z)".

Lemme 5. Soient r = (1,),>1 une suite de réels positifs, t = (t1,...,tn) € RY et
P une partie infinie de N. L’ensemble
Lr,t,P = {y: (yl,...,yN) € (R/Z)N /V?’LO >1, dn € P.n>ng
Im = (ma,...,my) € Z" avec m; An =1 et d(y, p("H)) <r, }
est une partie générique de (R/Z)N

Remarque L’ensemble L, p est, grosso modo, formé des éléments dont certains
multiples approchent “rapidement” p(t).

Démonstration du lemme 5 On a I’égalité,

Lp= (1 U ( U B(p(mT”)J‘n)) :

no>1 nerP m;An=1
n>ng

Il s’agit de réunions de boules ouvertes dont les centres forment une partie dense de
(R/Z)N. Donc L, p est bien une intersection dénombrable d’ouverts denses. [

Nous appliquerons ce lemme sous la forme suivante. Rappelons qu’a chaque

quadrilatére, nous avons associé dans les sections 2 et 3, un triplet (p3, p2,z) €
(R/Z)?.

Corollaire 6. Soient a, 0 dans R/Z et § = 0 ou 1. Alors, pour qy générique, il
existe une suite infinie S C 2N+ ¢ tels que, pour tout n dans S, on peut trouver m
premier a n tel que

d(ps, ™) < e Lié%npg =a et Egnx =0.
Démonstration En effet, d’apres le lemme 5, I'existence de cette suite S est une
condition générique sur le triplet (ps, p2, ). Pour prouver que cette condition est
générique pour ¢, il suffit alors de remarquer que l'application gg — (ps, p2,x) est
analytique réelle et ouverte en dehors d’une hypersurface. On remarquera pour cela
que ps ne dépend que de (a, R,7) et que ps ne dépend que de a. [

Démonstration du théoréeme 1 D’apres les propositions 2 et 3, il suffit de
montrer que pour gy générique on peut trouver, pour le systeme dynamique ¢y avec
f = fa, suffisamment de suites S comme dans la proposition 3 pour que les vecteurs
limites v donnés par la formule (16) engendrent C.

Choisissons 6 = 0 ou 1, et des couples (c, ) dans (R/Z)% Par exemple (0,0)
et (0, i) Le corollaire 6 affirme que, pour qg générique, on peut choisir des suites
S comme dans ce corollaire 6. La formule (5) pour ¢,(fa) prouve que ces suites
conviennent. En effet, calculons le vecteur limite v := v, de la formule (16).
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Lorsque k < 1 on prend 6 = 1. Comme ¢_,(H) =0, on a

Calfa)y + con(fa)uz" = D Fajufuy"cq(H)

1<j<4

et donc,
1
Voo = 2Rowy " [£a1tag £ aoUgarg £ aztag £ astisag) -

Ces vecteurs v, ¢ engendrent bien le R-espace vectoriel C.

Lorsque k > 1, on a des formules analogues. Comme c¢_,(H) = (—1)"¢,(H), on a

en(fa)ulf + con(fa)u," = D> a(ufug™ 4 (—=1)u; "u, ") (H)

1<5<4
et donc, si on choisit 0 = 0,
Vo = 2Rowy ' [Fa; cos(0) & ag cos( £ ) + ag cos(0) 4 a4 cos(0 + )]
et, si on choisit § = 1,
Vo = 2iRowy ' [£ay sin(0) & agsin(0 + ) £ azsin(0) + ay sin(0 + o))

Ces vecteurs v, ¢ engendrent encore le R-espace vectoriel C. [ |

7 Compl ément

Nous expliquons et corrigeons dans cette partie la preuve de I’assertion
(A) donnée dans [1] qui est inexacte suite & une erreur dans le lemme 5.6
de cet article. Ce lemme doit étre remplacé par 'assertion (C') ci-dessous.
Une seule autre assertion de [1] est basée sur ce lemme 5.6: 1'assertion
(D) ci-dessous. Nous verrons aussi comment sa démonstration peut étre
rectifiée. Nous terminerons en signalant quelques coquilles de [1].

7.1 Les orbites g énériques ne sont pas born ées

Voici une preuve directe de 1'assertion (A) qui n’utilise pas les sections 4 et 5.

Démonstration de 1’assertion (A) D’apres un lemme de Furstenberg (voir le
lemme 5.7 de [1]), 'existence d’orbites bornées pour le systeme dynamique (1)
équivaut a lexistence de solutions continues g : R/Z — C pour l’équation ho-
mologique suivante :

g(x+pa) —g(l’) = fa(z)- (21)
Pour montrer 1'assertion (A), il suffit donc de montrer

(B) Pour a générique, ’équation homologique (21) n’a pas de solutions continues.
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Si une solution continue g existe, il est facile de calculer les coefficients de Fourier
cn(g) de g a laide des coefficients de Fourier ¢,(fa) de fa : pour n # 0, ils sont
donnés par la formule

o Cn(f a)
Cn(Q) - €2i7rnpa - 1 . (22>
11 suffit donc de montrer que, pour a générique, la suite donnée par (22) n’est pas
bornée. C’est ce que nous allons faire dans ce texte. Plus précisément, nous allons

montrer 'assertion suivante qui implique I’assertion (B):

Pour a générique, 11'[ existe une suite infinie S C 7Z telle que
(©) inf [e,(fa)l >0 et limd(npa,0)% =0.

3=

D’apres le corollaire 6, pour a générique, il existe une suite S C —2N+1 telle que

3=

}Llé'%d(npg,(]) =0 et }gé%npg = 0.

D’apres les formules (6) a (8), la suite (wé"'cn( fa))nes a alors une limite qui ne
dépend que de a et qui est non nulle pour a générique.
Ce qui termine la preuve de 'assertion (C') et donc de 'assertion (A). ]

7.2 Les orbites denses sur une courbe C °non C!

Le lemme 5.9 de [1] affirme que

Pour un ensemble dense de quadrilatéres qq, la suite ¢, —nv(qo)

D
(D) est bornée et son adhérence est une courbe C° nulle part C'.

La démonstration de cette assertion (D) donnée dans [1] est aussi basée sur le
meéme lemme 5.6 qui est inexact. Elle doit donc étre modifiée comme pour ’assertion

(A).

Démonstration de 1’assertion (D) Donnons juste les grandes lignes: il suffit
de montrer que, pour une famille dense de a, I’équation homologique (21) a une
solution CY nulle part dérivable. Il suffit pour cela de montrer que

|Cn(fa)| |Cn(fa)| -

E)  pour a dense, on a ———— <X et sup|n =
#) 2 dnpa, 0 2 Pl e, )

En effet, pour un tel a, ’équation homologique (21) a une solution g continue
mais non Lipschitzienne car Y |c,(g)| < oo et sup |nc,(g)] = co. Llirrationalité de
pa assure alors que g est nulle part dérivable.

Remarquons que, pour tout wy > 1 ’ensemble

DL, :={peR/Z/ ZdL<oo et sup n o

P _
+=1 d(np,0) neant1 d(np, 0) }

est dense dans R/Z (voir par exemple la preuve du lemme 5.9 de [1]).
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Les formules explicites (6) a (8) pour les coefficients ¢, (fa) prouvent que 'on a
cn(fa) = O(w&‘"') et que, pour a dans un ouvert dense, si d(npa,0) est petit, et
donc u} proche de %1, alors, pour n positif impair, wy"™ = O(c,(fa)). Ce qui prouve
lassertion (F). (]

Voici maintenant une liste de quelques coquilles de [1]:
- Dans le lemme 2.4 échanger NCI et NCII.
- A la fin de 2.4.2, lire: am(z + 2K) = —am(z) lorsque k > 1.
- Dans le lemme 2.9, remplacer la formule définissant v_(z) par v_(2) := 4+ (2 + 2iK’).
- Dans la démonstration du lemme 2.9.b, I’équivalence n’est vraie que pour k < 1.
- Dans la démonstration du corollaire 2.10, oter la derniere ligne.
- Dans le lemme 3.4, préciser que 6 est donné par la formule (24).
- Dans la deuxiéme remarque du lemme 4.8, les deux valeurs de j € {1,---,4} sont celles pour
lesquelles le sommet A; est extrémité du plus petit c6té du quadrilatere.
- La formule (36) n’est vraie que pour k > 1. Pour k < 1, remplacer (—1)7 par un signe e; = +1.
- La proposition 5.3.b n’est valable que pour f = f, avec a générique.

- Le lemme 5.6 et la formule (39) ne sont valables que pour f = f, avec a générique (cf. I’assertion

(©))-

Terminons cet article sur une note interrogative qui contraste avec le théoreme 1:
il est probable que
Pour un ensemble dense de quadrilateres qo, la suite q, —nv(qy) n'est pas bornée
mais son adhérence ne contient pas les translatés de qq.

Nous tenons a remercier M.Berger et F.Pécaut qui nous ont signalé que, 125 ans
avant nous, donnant ainsi a notre travail des antécédents historiques prestigieux,
G. Darboux avait étudié 'itération des pliages de quadrilateres dans [3] et [4] et
découvert son lien avec les fonctions elliptiques, i.e. le fait que, avec nos nota-
tions, l'application ¢ est une translation sur une courbe elliptique. Une présentation
récente de ce théoreme de Darboux et son lien avec le théoreme de Poncelet sont
bien détaillés dans [5].
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