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Résumé
Dans cet article, nous étudions le comportement asymptotique d’un estimateur

obtenu par intégration de l’estimateur a noyau d’une densité, basé sur un
échantillon de taille n, de fonction de répartition F'. Le théoréme limite centrale
est établi pour la statistique f‘n(Un) lorsque les variables aléatoires sont
stationnaires, fortement mélangeantes et a valeurs dans R? et (U,,) est une
suite de U-statistiques multivariées. Des exemples d’application sont donnés
dans la section 2.2.

Abstract

In this paper, we study the asymptotic behavior of an estimator obtained
by integrating a kernel type density estimator based on random sample of
size n with distribution function F. A central limit theorem is established for
the statistic f‘n(Un) where the underlying random variables are stationary
and strongly mixing with random values in R? and where (U,,) is sequence of
multivariate U-Statistics. Examples of application are given in section 2.2
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1 Introduction
Soit p un entier strictement positif et soit
Xy = (X}, XD), o, X = (X XP)

une suite strictement stationnaire de vecteurs aléatoires a valeurs dans RP définies
sur un méme espace de probabilité (€2, A4, P) ayant pour fonction de répartition
commune F, de densité f et de marges Fi,..., F,. L’estimateur naturel de F basé
sur 'échantillon (Xy,...,X,) est la fonction de répartition expérimentale f‘n définie

par :
n

Fo(x)=n""> s(x—Xj), x€eR”

=1

ou s est la fonction de répartition dégénérée définie par :

(%) 1, six>0
s(x) =
0, ¢’il existe au moins un 7,1 < j < p tel que z; <0,

la relation d’ordre > étant définie sur R? par : x = (21,...,2p) >y = (Y1, ..., Yp) si
et seulement si z; > y;, pour tout 1 <17 < p.

Bien que la répartition empirique F,, soit optimale en terme de vitesse de convergence
d’erreurs quadratiques, elle ne tient aucun compte du fait que F soit lisse et notamment
de D'existence d'une densité f. Pour corriger cette situation, on peut faire appel a
des estimateurs de la forme

(1.1) F,(x) :n—lan(x—Xi), x € R,

ou (K,,) est une suite de fonctions de répartition continues. De tels estimateurs

apparaissent tout naturellement comme intégrales d’estimateurs de la densité a
noyau (voir Rosenblatt (1956) et Parzen (1962))

n
A~

f.(x) =n""a,” > k(

i=1 an

X—XZ‘

), x€RP

ou (a,) est une suite de nombres reels positifs telle que lim,, oo @, = 0 et k une
densité définie sur R?. L’estimateur F,, se déduit alors de f, en posant ky(t1,...,t,) =

a,Pk((t1,....tp)/a,) et

(12) K 33'1,..., / / tl,...,tp)dtl...dtp.

Le but de cet article est d’étudier le comportement asymptotique de la distribution
F, (avec K, défini en (1.2)) évaluée en un point aléatoire ayant la structure d'une
U-statistique afin d’estimer une fonctionnelle F(&) o £ est un parametre fonctionnel
et ou F est inconnue, supposée de classe C?. Nos résultats généralisent ceux de Sun
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(1993) au cas multivarié, ce qui engendre de nombreuses applications (par exemple
le cas de variables a erreurs corrélées comme dans l’exemple 2.2). L’hypothese
d’indépendance des variables aléatoires a été étendue a différents cas de dépendance.
Sun (1995 (a)) a généralisé les résultats de Ralescu et Sun (1993) a la m-dépendance
de processus stochastiques non stationnaires. Il est bien connu que la m-dépendance
appartient aux classes beaucoup plus larges de ¢-mélange et de mélange fort par
exemple Rosenblatt (1956) et Billingsley (1968).

Spécifiquement, supposons que 1’on cherche a estimer un parametre fonctionnel
de la forme & = (&, ...,fp)/ dont la jeme composante s’exprime en terme d’une
application symétrique et mesurable g; de RP™ dans R telle que g;(X1, ..., Xp;) soit
invariante pour toute permutation sur les m; indices de x;, i = 1,...,m; (m; < n) :

(1.3) &=/, wba ...,xmj)gl_ildF(Xg).

Soit (X4, ..., X;,) un échantillon aléatoire de fonction de répartition F, on estime
¢ au moyen de la U-statistique Uy, = (Up1, ..., Uyn,) définie par :

-1
n .
(1.4) Unj = ( ) Z i (Xiys s Xip )y J=1,..,p,

. 3]
mj Jn(mj)

ou J,(m;) désigne 'ensemble de toutes les combinaisons de m; éléments distincts
{i1,...,im;} dans {1,...,n}. Une telle statistique est également utile pour estimer

une fonctionnelle § = F(§) si F est inconnue. Ainsi si U, = (XL,...,XE) ou
X, =o'y X7 5 = 1,...,p (dans ce cas & = (E(X]),..., E(X}))"), on peut

(2

utiliser ]?‘n((Xi, ey 72)) pour tester I’hypothese que F est symétrique par rapport a
chacune des coordonnées du parametre de localisation £ contre certaines alternatives.
Les conditions précisées dans le présent travail permettront d’assurer la normalité
asymptotique de la statistique f‘n(Un) Elles généralisent a la fois, les travaux de
Puri et Ralescu (1986) et ceux de Sun (1993). Les premiers ont obtenu un théoréeme
limite centrale pour Fn(Un) lorsque les variables aléatoires X; sont i.i.d. et p = 1.
Le second a généralisé leur résultat lorsque les variables aléatoires ne sont plus

indépendantes mais absolument régulieres et strictement stationnaires avec p = 1.

Ces dernieres années, le comportement asymptotique de F, et son usage dans
la théorie de 'estimation ont fait I’objet de multiples travaux. Lorsque les variables
aléatoires sont i.i.d., Nadaraya (1964) a prouvé que F, est asymptotiquement sans
biais et de méme variance que F,. De plus, il a obtenu sa convergence uniforme vers
F avec probabilité 1. La convergence presque sire de F, vers F a été démontrée
par Winter (1973) et Yamato (1973). Watson et Leadbetter (1964) ont obtenu la
normalité asymptotique de F, et Winter (1979) a obtenu le taux de convergence
uniforme, & savoir, (2n/ loglog n)~1/2. Sarda (1993) a montré, en utilisant la procédure
de la validation croisée pour le choix du parametre a,,, que F, est asymptotiquement
optimal au sens de I’erreur quadratique moyenne sous certaines conditions de régularité
sur F et k. Toujours dans le cadre i.i.d., les travaux de Shirahata et Chu (1992), Jones
(1990), Swanepoel (1988) et Sarda (1993) sont consacrés a I’étude des propriétés



324 M. Harel — B. Ragbi

de convergence de l'estimateur (1.1). Sous conditions de dépendance, les travaux
concernant les propriétés de la répartition empirique restent limités aux variables
unidimensionnelles (en général uniformément distribuées), voir par exemple, Berkes
et Philipp (1977) et Philipp (1977). Une extension du théoreme de Glivenko-Cantelli
pour des variables aléatoires p-mélangeantes est établie par Sarda et Vieu (1989),
par Gyorfi, Hirdle, Sarda et Vieu (1989) lorsque les variables sont p-mélangeantes, p-
mélangeantes ou a-mélangeantes. Cela conduit naturellement a étudier le comportement
asymptotique des fonctions de répartitions empiriques lisses et des quantiles a noyau
lisse aussi bien pour le p-mélange que pour le mélange fort. Dans ce contexte, nous
faisons référence aux travaux de Sun (1993), Sun (1995 (a), 1995 (b)), Sun et Chiang
(1995) et Harel et Puri (1995).

2 Reésultat principal

2.1 Définitions et notations

Rappelons qu’une suite (X,,),n > 1 est dite absolument réguliere si :

MsziggkﬂmMQ—ﬂﬁH%Q n— 0o

n+t

ot M (resp. M:5,) est la o-algebre engendrée par (X, s < t) (resp. (X, s > t+n)).
Elle est dite fortement mélangeante si

a(n) = sup sup {|P(ANB)—P(A)P(B)|} -0, n— o
AeMl BeMP,

On a toujours a(m) < 5(m), de sorte que si une suite {X,,} est absolument réguliere,
elle est aussi fortement mélangeante.

Pour j € {1,...,p} et 0 < ¢ < mj, on définit :

gj,c(xl,...,xc):A(mj_c)pgj(xl,...,xmj) I F(dx)

l=c+1
et
(21)  UY)=n Gre(Xig s oes Xi H d[s — F(x0)],
Rpe 1<z1< <ie<n

ot n¥d =[nn-1)(n-2)..(n—c+1)?

On a alors g;0 = §; et gjm; = g; pour tout 1 < j <p.

On note
(2.2) i = EKo (6 — X4) = /R F(€ — t)kn(t)dt.

Pour 1 < ¢ < n, définissons encore

(2.3 Ao = (€~ X)) —F(g) + imj<gj,1<xe> - a)?—i@
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et soit

+oo
(2.4) 0® = E(A}) +2) E(A1Au).
(=1

Théoréme 2.1 : On suppose que pour ¢ > 0, il existe My tel que :
(25) E|gj(Xi17 ---,Xz‘m].>|2+6 < M() < 0

pour tous iy < ig < ... < iy, et pour tout 1 < j < p.
On suppose de plus que les taux de mélangeance vérifient :

(2.6) an)=0n""), a>(1+0)p+3, 6>0.

On suppose enfin que
(2.7) [ lel(9)dt < 00, [¢l] = sup |t
RP 1<i<p

Alors pour toute fonction de répartition F différentiable de classe C? & dérivées

partielles secondes bornées, n2 (Fy(Uy) — pn) converge en loi vers une loi normale
N(0,0?%).

Remarque 2.1. Les taux de mélanges (2.6) sont automatiquement vérifiés par
des taux géométriques (voir exemples 2.1-2.3). Considérons par exemple le modele
défini par

Xp=aX,1+e, acRja<l,n>1,

ou (e,) est un bruit blanc. Soit maintenant la suite de variables aléatoires (Y},)
définie par

Y,=aX,+¢e, a€R,

ou (&,) est un bruit corrélé indépendant de e,,. On suppose plus précisément que les
e, sont des variables aléatoires réelles absolument régulicres et de taux géométrique,
de méme loi et de densité strictement positive dérivable de classe C' & dérivée
premiere bornée (voir Mokkadem (1990) et pour plus de détails sur les propriétés
de mélange, on peut consulter Doukhan (1994)). Ainsi les (X,,,Y,,) forment-ils une
suite de vecteurs aléatoires absolument réguliers (voir exemple 2.2) avec un taux
géométrique B(n) = O(p"),0 < p < 1. Comme cette suite vérifie les conditions du
théoreme 2.1, les conclusions du théoreme 2.1 s’appliquent a f‘n(Un) pourvu que k
vérifie (2.7). On pourra par exemple tester F symétrique par rapport a (0,0) contre
une certaine alternative en choisissant U,, = (X,,,Y,) car ici on aura £ = (0,0). Le
théoreme 2.1 permet donc de conclure 1a ou le résultat de Sun (1993) ne s’applique
pas. On verra au paragraphe 3 d’autres modeles multidimensionnels plus généraux
qui peuvent étre testés en utilisant ’aspect multidimensionnel du théoreme 2.1.
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2.2 Exemples d’applications

Exemple 2.1. On considere le modele autorégressif (X,,,n € Z) a valeurs dans
RP et vérifiant I’équation :
Xn =V (Xo1) + €n,

ou (€,,n € 7Z) est une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. de densité différentiable de
classe C! & dérivées partielles premieres bornées et ¥ : R? — RP est une fonction
mesurable. On suppose que le vecteur ¢, est indépendant du vecteur X, pour tout
¢ < n, ce qui confere a (X,,) une structure de chaine de Markov a valeurs dans RP.
De plus, on suppose que :

(i) €, admet une loi absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
A sur R? et sa densité f est strictement positive sur RP.

(ii) il existe une constante p,0 < p < 1, telle que : ||¥(z)|| < p||z||, ou ||.|| est la
norme définie par : ||z|| = maxi<i<p |74

Sous les condition (i) et (ii), (X,,) est stationnaire, A-irréductible et apériodique.
D’apres Mokkadem (1987), (X,,) est géométriquement ergodique, ce qui entraine la
forte mélangeance de (X,,) avec une vitesse de convergence géométrique. On peut
alors appliquer le théoréme 2.1 & la statistique f‘n(Un).

Exemple 2.2. On considere X1, ..., X,, une suite de variables aléatoires réelles,
absolument réguliere avec des taux géométriques (par exemple une chaine de Markov
Harris récurrente, apériodique et géométriquement ergodique est absolument réguliere
avec des taux géométriques). On définit une suite de variables aléatoires par la
formule suivante :

Y,=aX,+e, a€cR,

ou (en,n € N) est un bruit corrélé. De fagon plus précise, (e,) sont des variables
aléatoires réelles absolument régulieres de méme loi, de taux géométrique et de
densité strictement positive dérivable de classe C! & dérivée premiere bornée telles
que : E(e,) = 0 et E(e?) < oco. Les couples (X;,Y;) forment alors une suite de
vecteurs aléatoires, absolument réguliers telle que 5(m) = O(p™), pour un certain
0 < p < 1. Ainsi, dans un tel modele, les valeurs de Y,, sont souvent des valeurs
observées tandis que les valeurs de X, sont inobservables et e, représente une erreur
de mesure indépendante des observations X,,. L’utilisation de la statistique f‘n(Un)
permet alors d’estimer la fonctionnelle F(§) ou F est la fonction de répartition
inconnue de Y,, et £ est un parametre fonctionnel. On pourra également tester la
symétrie de F' par rapport a un parametre de localisation &.

Exemple 2.3. On considere le modele défini par la relation de récurrence :

p1 D2
X; + Z Ain_j =€ + ZB(GZ‘_(, 1 € 7,

j=1 =1

ou Ai,...,Ap,, B, ..., By, sont des matrices réelles de dimension p x p, A,, et B,
inversibles. Ici, (€;,7 € Z) est un bruit blanc multivarié, c’est-a-dire une suite de
vecteurs aléatoires a valeurs dans R?, de densité strictement positive différentiable
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de classe C! & dérivées partielles premieres bornées. Sous ces hypothéses, X; est un
processus ARMA a valeurs dans RP. D’aprés Pham et Tran (1985), X; admet une
représentation markovienne, a savoir

)Q‘Z:]¥2Z, 22 ::ITQZ—1'+(;€h

ou Z; sont des vecteurs aléatoires et H, F, G des matrices appropriées. Si les valeurs
propres de la matrice H sont de module inférieur a 1, alors la suite X; est absolument
réguliere avec des taux géométriques.

Soit maintenant la suite de vecteurs aléatoires définie par la formule suivante :
)/;‘ = CXZ + €i,

ou C est une ¢ x p matrice réelle, ¥; un ¢ x 1 vecteur aléatoire et (e;,i € Z)
un bruit corrélé multivarié . De fagon plus précise (e;) sont des vecteurs aléatoires a
valeurs dans R absolument réguliers et de taux géométriques de densité strictement
positive différentiable de classe C! & dérivées partielles bornées tels que E(e;) = 0
et la matrice de covariance D de e; est définie positive. L’aspect multidimensionnel
du résultat du théoreme 2.1 permet donc de I’appliquer a la suite de vecteurs Y; et
d’utiliser la statistique Fy(Uy) pour estimer F(£) o F est la fonction de répartition
inconnue de Y; et £ est un parametre fonctionnel a valeurs dans RP.

3 Démonstration du Th éoreme 2.1

A partir de (1.3), (1.4) et (2.1), on a :

m c i
(3.1) Un,; 5]"’"2( j>U7(zja 1<j<p

En écrivant

. . P OF 1
Fa(Un) = Bal€) + (U — )5 —(€) + 17100,
j=1 j
ou ,
Qn = n%{Fn(U - Z(Unj & (€>}7
j=1
il vient alors
(3.2) n2(Fn(Uy) = 1) = G + Qu

avec

3.3 Cp =n7 { B n n
(33 { ot 3O - axj@}
D’apres (2.1), on a pour j =1,....,p:

(3.4) U(1 —n_IZ/ gj1 s(x — Xj) — Zgjl
i=1
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De (1.1), (3.1), (3.2) et (3.3), on déduit

B % p My (C aF
(3.5) C, = g; ( ) " g, ——(&)
avec
1 P OF
H, () =n72 ) {Kn(§—X0) = ptn + > my(gia(Xe) — fj)%(f)}
(=1 j=1 J
= n_% zn:Tnfa
=1
ou
P OF
(3.6) Toe = Kn(& = Xp) = ptm + D> my(g51(Xe) — Glg— (€)1 l<n

j=1 J

Remarquons que {T,,,1 < ¢ < n,n > 1} est une suite de variables aldtoires
centrées, non stationnaire fortement mélangeante.

Lemme 3.1 Sous les conditions du théoréme 2.1,
(i) C, converge en loi vers N (0, 0?)
(ii) @, converge en probabilité vers 0.

La démonstration du théoreme 2.1 est alors une conséquence immeédiate du
lemme 3.1 et de 'égalité (3.2).

Démonstration du lemme 3.1 Soit ¢ > 0,1 < j <pet2 <c<mj Dapresle
théoreme 1 de Rio (1995), il existe v > 0 tel que

E(Uff;)2 o

2

(3.7) Pn?|U}5] > ] < n—

D’apres (3.7), le deuxieme terme du second membre de (3.5) converge en probabilité
vers 0. Pour établir la convergence de C,, il suffit de montrer que H,,(§) converge
vers N(0,0%). A cet effet, on définit pour chaque K > 0, une suite de variables
aléatoires (V%) par :

7=1

ou

< = )9 si|gja| < K
a1 0 silgl> K,

et on montre que

(1) sup max V5| < Bg < oo, YK >0
nel 16
(i1) sup max E|T,, — Y5|*™ — g o 0,

neN 1<t<n
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1 n
110 -F T.,)? — 02 <00, n— o0
i) Ly ,
/=1
1 [& 2
(v) LB |00 - )| = ok <o n—on,
=1

ot les 0% > 0 sont des constantes telle que limg .., 0% = o2. C’est le théoréme
limite centrale établi par Harel et Puri (1989) pour des variables non stationnaires
non necessairement bornées en condition de mélange fort. Ce théoreme généralise le
théoreme limite centrale lorsque les variables aléatoires sont uniformément bornées,
établi par Withers (1975). La démonstration des assertions (i) a (iv) est donnée en
annexe.

La convergence de C, en découle immédiatement. Quand a @), on peut 1’écrire
sous la forme @), = A, + B,, ou

An = [IVa(Un = t) = V(€ = t))aE (1)
P OF
By = [[F(Un—t) = F(§ =) = Y_(Uny — &) —(€)]E(t)
=1 J
et V,(x) = n2(Fo(x) — F(x)), x=(z1,...,x,) € R est le processus expérimental
multidimensionnel standard. D’apres le théoreme 2 de Rio (1995), on a
1) _ -1 1 .
Unj=0(b,), b,=(n""loglogn)z, j=1,..p

Il s’ensuit alors que :

A< sup |V W) [dE () < s V) = Valy)l

[|x=yl||[<Cbn ||X y|I<Cby

ou C est une constante positive.

La convergence du majorant de |A,| vers 0 est obtenue par le théoreme 3 de
Deompongsa (1984) sous la condition de mélange fort (2.6) (a(n) = O(n™*) avec
a>(1+68)p+3etd>0).

Pour le second terme de @),,, on utilise le développement de Taylor. D’apres la
formule de Lagrange appliquée a F aux points U, —t et £ — t jusqu’a l'ordre deux,
il existe 0 < 0 < 1 tel que

F(U ¢ P t 1 p p 82F
(Un—t)-F Z n,j fj - 52::2:: 1 —E5) (Une— &)axgaxj(ze/>

j=1 J

avec zy =& —t+ 0' (U, — £). De méme, il existe 6”,0 < 6" < 1 tel que

OF P 0’F
axj (f —t)— a—xj(f) = (Une— &)(—tj)m(%”)

(=1
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" .
avec zyr = £ — 0 t. Par ailleurs, on trouve

| Br |<ZWZIUW &l - IIAFHoo/IItIIdK (t)

7=1

nz P
S Uy — &1 3 U — 1IAF e [ aFae)
j=1 =1

ou ||AF||oc = supycprr |AF(x)|, AF est le Hessien de F.

Or pour tout 1 < j <p, |U,; —&;| < C;b,, ou C; est une constante positive. De
plus, n2 (U, ; — &) converge vers N/(0, m377) (voir Rio (1995)). Ainsi, si on pose

+oo
P = EB(g1(X1))? =€ +2Y Elgji(X1)gjn (Xira) = &%, 1<ji<p

alors
/||t||dKn( — max/|t la-Pk(ta)dt = max(an/|t k() dt) —nce 0

et donc B,, converge vers 0 en probabilité. Le lemme 3.1 est démontré.

4 Annexe

Pour tout K > 0 on définit une suite de variables Y,X par :

OF(£)

(41) Y3 =Ku(§ - Xi) - ,un"‘zmjgjl( i) — &) I<i<nmnz=>1

o Ox;
et
, o | < K
QL2> gﬁi:: g%l S?|gﬁﬂ —
0 si|gii| > K
alors
VEl <1 S 1aE (X , 8_F
sup max [Vyi| < 1+ sup lrg%;mjlgj,l( )= &), @)l
< 1+ pllm|] - |[VF[|oo (K +[|¢]]) = Bx < 400
ol
Il = s ] m = (s, ..my). [Fe = sup [F)
xERP
VF(x) = (g—;(x), o g—;;(x)) est le gradient de F, ce qui montre (i).

Soit 8" > 0 tel que 2+ )(1+¢e)=2+0,e>0,0<d <6 <4,
en utilisant les deux inégalités suivantes

(4.3) la — b < 2"(|a|" + [b|"), h>1
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p p
(4.4) 1> ai" < 2SN ek, h>1,p>2
sup max F|Ty, — YK|2+5 = sup max E| Zm gi1(Xe) — g5 (X)) 8F( )|2+‘5
1P max nt nt 128 g\G5,1\ AL G\ oz;
m|| - ||VF||s 2+‘5 / L (x)[2H dF (x
SRS o) AN Rl
2(0=1)||m VF )
(@5) < 2Nl (VB 314 '3 [l apo
2= Imll - IIVF ~
< || ;i5|| || )2+6 p(14_ﬂdb>_*Kﬁa+a>O
ce qui montre (ii).
Par stationnarité, nous avons
1 n n—1
—EQ Tu)=po+=> (n—0)p
noos =
n—1 9 n—1
(4.6) < |Po|+22|m|+gz£|ﬂe| =Ji+J2
=1 =1

avec

Ji = lpol + 220 |pe
J2 Z%Z?:fﬁpd-

La convergence de K, vers s implique py — FE(A?) lorsque n tend vers +o0, en

appliquant les inégalités sur les moments d’une suite de variables aléatoires fortement

1
—(;—/6 , U =

mélangeantes (voir théoreme 10 de Doukhan et Portal (1983)) avec v =
v=201+8),E+1+1=1).
Pour § < %, on a

’
1445 /

= 12(a(i) T (BT, )7

(4.7) Pl < 12(ali)) 5

ni ||y

B < 22 [ BOS m (%) — &) g ()
j=1

J

! ! ! p !
< 2 1t ([l - [[VF|oe 2720 20024280 37 g, (%) 242

j=1
< 2L ([Iml] - [[VF]oo)?*2 207 DER0p(1 4 M)

< M1+6/

ce qui implique

(4.8) Pl < 12(ai)) 5 M,
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et d’apres (2.6) et (4.8), on a

2+6
(4.9) I < |,00|—|—24MZO ) < 100
i=1
24M
(4.10) Jp < ——=3 0 G i 0
=1
et par conséquent
1 " 2 = 2
(4.11) gE(Z Twi)* — E(A}) + 2> E(A1Ain) = 0,
i=1 i=1

et (iii) est ainsi démontré.

On note
pK—cov(Ynl,Yn(Hl)) 1<i<n-1,n>1
et
P OF
AF = 5= X) ~ F(&) + 3 my(g (X0) = Bl (i) 5 (), i21
j=1 J
Par stationnarité
1 g n-!
(4.12) —EQ -V —EXEN)?=p+ = (n—i)p; < I+ I8
n i=1 =1
ou

Or K,, — s, lorsque n — +o00, donc |pff | — E(Af)Q, lorsque n tend vers I'infini.
On applique de nouveau les inégalités sur les moments d’une suite de variables
aléatoires fortement mélangeantes (voir théoreme 10 de Doukhan et Portal (1983))
avecv—ljg‘s (1+5)( +Li4+1=1).

On a pour § < 5

/

(4.13) o] < 12(a0)) 7 {B(YE — BOGE)P s

nl

p aF /
E(YK — B(Y5)*™ <227 [1 4 B( Z 3972 (X1) — E(gﬁ(xl)))a—(f)w%

Lj
p ’
<[22 (14 207D ]| ||V F|1oe) Y- B9l (Xa) — E(gf (Xa)))*

Jj=1
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B(gfs (Xy) — B(gfS (X)) < 222 {B(glS, (Xa)* ™ + (Bglf (X2)) )
< 23+26/E(gf1 (X1>)2+25/ < M022+25/ — M,

Y

ce qui implique

E(Y,} — BY,E)* <222 {14 ([ml] - [|VF||o)**2 2852000 Dpay } = My*

et y
1P| < 12(a(i) 7 My
d’ou
2+6/
E) < o]+ 240 3 055 < 4o,

=1

K| < 24M2

ZO vy —>O,n—>+oo

K, — s lorsque n — 400

1 n +00
~EQ_(Yis —E(Y.0))) = E(AT)* +23_ E(AAL) = 0 < +0
i=1 i=1
lim su K(x)—gi1(x)] =0
dm e a0 60— i)
et d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, E(AL)? converge vers
E(A1)? et E(AfAR,) converge vers E(A;A;41) quand K tend vers linfini, ce qui
implique que
2

lim 0% =0
K—+o00

ce qui entraine (iv).
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