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Résumé
Soit F → E → B une fibration dans laquelle E et B sont dans le domaine

d’Anick et F est un CW-complexe fini. Nous montrons que le transfert défini
par Becker et Gottlieb existe au niveau d’un modèle algébrique de la fibration.
Avec les mêmes outils, nous donnons une preuve du théorème de l’inclusion
de la fibre lorsque la cohomologie de celle-ci satisfait la dualité de Poincaré.

Abstract

Let F → E → B be a fibration such that E and B are in the Anick range
and F is a finite CW complex. We show that the transfer map defined by
Becker and Gottlieb exists on the cochain level. With the same tools we give
a proof of the theorem of the inclusion of the fibre when the cohomology of
the fibre satisfies Poincaré duality.

Dans [4] Gottlieb montre que, pour une fibration F
i→ E

p→ B dont la fibre
F est une variété compacte, connexe, orientable et de classe fondamentale ω ∈
Hn(F ; Z), il existe une classe α ∈ Hn(E; Z) vérifiant H∗(i)(α) = χF ·ω, où χF est la
caractéristique d’Euler-Poincaré de F (Théorème de l’inclusion de la fibre). À partir
de cette classe, Gottlieb définit un transfert qui généralise celui des revêtements : le
transfert est une application τ : H∗(E; Z) → H∗(B; Z) de H∗(B; Z)-modules telle
que la composée τ ◦H∗(p) est la multiplication par χF . À partir d’une généralisation
de la dualité de Spanier-Whitehead, Gottlieb et Becker [1] étendent ce transfert à
toute fibration de fibre un CW-complexe fini (cf [7] pour un exposé des travaux de
Becker et Gottlieb sur le transfert).
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Soit k un corps commutatif. Nous considérons une fibration F
i→ E

p→ B dans
laquelle les espaces E et B sont dans le domaine d’Anick (cf la définition ci-dessous)
et H∗(F ; k) est de dimension finie. L’application p peut alors être modelée par une

KS-extension (ΛX, d)
ψ→ (Λ(X ⊕ Y ), d). Nous montrons qu’il existe un transfert

pour cette KS-extension. Plus précisément, nous construisons un morphisme de
ΛX-modules différentiels τ : (Λ(X ⊕ Y ), d) → (ΛX, d) tel que τ (x) = χF · x pour
tout x ∈ ΛX. Lorsque χF 6= 0, le transfert définit une rétraction de ΛX-modules
différentiels du morphisme ψ, et cela nous permet, en particulier, de minorer la
catégorie de Lusternik et Schnirelmann du rationalisé de E par la catégorie du
rationalisé de B. De plus, lorsque H∗(F ; k) satisfait la dualité de Poincaré avec
classe fondamentale ω ∈ Hn(F ; k), nous donnons la construction explicite d’un
cocycle z ∈ Λ(X ⊕ Y ) telle que i∗([z]) = χF · ω, [z] désignant la classe de z dans
Hn(Λ(X ⊕ Y )) = Hn(E; k).

Le texte se divise en deux parties, l’une consacrée au transfert, la seconde à
l’inclusion de la fibre. Ces deux parties sont précédées d’une rapide présentation des
modèles d’une fibration dans le domaine d’Anick que nous utiliserons ensuite. Nous
renvoyons à [3], [5] et [8] pour davantage de détails sur ces modèles.

S. Halperin m’a donné de précieuses indications, je tiens à l’en remercier. Je
remercie également Y. Félix, P. Lambrechts et D. Tanré avec lesquels j’ai eu d’utiles
discussions concernant ce travail.

Dans tout ce texte, k est un corps commutatif fixé. L’entier ρ(k) désigne la
caractéristique de k lorsque celle-ci est finie et on pose ρ(k) = ∞ sinon. Les k-
espaces vectoriels gradués différentiels (evgd), (V, d), sont des k-espaces vectoriels
Z-gradués V = {V i}i∈Z munis d’une différentielle de degré +1. L’homologie d’un
evgd (V, d) est notée H(V, d). Un morphisme d’evgd qui induit un isomorphisme en
homologie est repéré par le signe “'” et appelé quasi-isomorphisme. Les bifoncteurs
−⊗k − et Homk(−,−) sont notés respectivement −⊗− et Hom(−,−), de même
la cohomologie d’un espace S à coefficients dans k est notée H∗(S).
Définition. Soit r ≥ 1. Un espace topologique S 1-connexe est dit r-tempéré
(ou dans le domaine d’Anick) si son homologie H∗(S) est concentrée en degrés
r < i ≤ rρ(k).

Lorsqu’un espace S est r-tempéré, l’algèbre graduée différentielle (agd) des cochâınes
singulièresC∗(S) est “naturellement” équivalente à une algèbre graduée différentielle
commutative (agdc)A(S) : cela signifie qu’il existe une châıne de quasi-isomorphismes
d’agd A(S)

'← D(S)
'→ C∗(S) et que, bien que A ne soit pas fonctoriel, on peut

associer à une application f : S → T entre deux espaces r-tempérés un morphisme
A(f) tel que le diagramme usuel commute [5]. Une fibration p : E → B entre deux
espaces r-tempérés peut donc être modelée par une KS-extension (ou modèle de

Sullivan relatif) (ΛX, d)
ψ→ (Λ(X ⊕ Y ), d) :

ΛX
' //

ψ

��

A(B)

��

D(B)
'oo ' //

��

C∗(B)

��
Λ(X ⊕ Y )

' // A(E) D(E)
'oo ' // C∗(E)
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Notons ε : (ΛX, d) → k l’augmentation et d̄ la différentielle induite sur ΛY par la
projection π = ε⊗ΛX id : Λ(X ⊕ Y )→ k⊗ΛX Λ(X ⊕ Y ) = ΛY . Remarquons que le
morphisme d’agdc (ΛX, d) → (Λ(X⊕Y ), d) est en particulier un morphisme de ΛX-
modules différentiels et que l’algèbre Λ(X⊕Y ) = ΛX⊗ΛY est un ΛX-module libre.
La KS-extension est donc, en particulier, une résolution ΛX-semi-libre (au sens de
[3]) du morphisme de ΛX-modules différentiels (ΛX, d) → (Λ(X ⊕ Y ), d). Puisque
ΛX est 1-connexe (i.e. X = X≥2), ce morphisme de ΛX-modules différentiels admet
une résolution semi-libre minimale :

(ΛX, d) //

((QQQQQQQQQQQQQ
(Λ(X ⊕ Y ), d)

π // (ΛY, d̄)

(ΛX ⊗H(ΛY, d̄), d)

ϕ '

OO

ρ // (H(ΛY, d̄), 0)

ϕ̄ '
OO

Dans ce diagramme, l’application ϕ est un quasi-isomorphisme de ΛX-modules
différentiels, ϕ̄ est un quasi-isomorphisme d’evgd et ρ désigne la projection ε ⊗ΛX

idH.“Minimale” signifie ici que la différentielle sur l’evgd quotient k⊗ΛXH(ΛY, d̄) =
H(ΛY, d̄) est nulle. Si p : E → B est une fibration de fibre F alors l’evgd (ΛY, d̄)
est quasi-isomorphe à C∗(F ), autrement dit les deux espaces vectoriels H(ΛY, d̄) et
H∗(F ) sont isomorphes. De plus, sous l’hypothèse supplémentaire Hrρ(k)(E) = 0,
L. Menichi [8] a montré que les morphismes d’algèbres H(π) : H(Λ(X ⊕ Y ), d) →
H(ΛY, d̄) et H∗(i) : H∗(E) → H∗(F ), où i : F → E désigne l’inclusion de la fibre,
sont identiques à isomorphisme près ; en particulier les algèbres H(ΛY, d̄) et H∗(F )
sont isomorphes.

1 Transfert

Dans cette partie, nous considérons une fibration F
i→ E

p→ B dont la base
et l’espace total sont r-modérés et de type fini. Nous supposons également que

Hrρ(k)(E) = 0 et considérons (ΛX, d)
ψ→ (Λ(X⊕Y ), d) un modèle de Sullivan relatif

de l’application p.

Si la cohomologie de la fibre H∗(F ) est de dimension finie, on appelle nombre de
Lefschetz d’une application continue g : F → F et on note Λg ∈ k, la trace graduée
de H∗(g), Λg =

∑
i
(−1)itrHi(g). Lorsque g = id, on retrouve la caractéristique

d’Euler-Poincaré de F : Λid = χF .

Rappelons que, si H∗(F ) est de dimension finie, l’application linéaire
T : Hom(H∗(F ),k) ⊗ H∗(F ) → End(H∗(F )) définie par T (ξ ⊗ h)(h′) =
(−1)|h||h

′|ξ(h′)h pour h, h′ ∈ H∗(F ) et ξ ∈ Hom(H∗(F ),k) est un isomorphisme.
En particulier, si {ei}i∈I est une base de H∗(F ) et si on note {ěi}i∈I sa base duale,
l’élément

∑
i∈I

(−1)|ei|ěi ⊗ ei ∈ Hom(H∗(F ),k)⊗ H∗(F ), appelé élément universel, a

pour image l’identité de H∗(F ) : T (
∑
i∈I

(−1)|ei|ěi ⊗ ei) = id. Le nombre de Lefschetz

de g s’écrit alors Λg =
∑
i∈I

(−1)|ei|ěi(H
∗(g)(ei)) =

∑
i∈I

(−1)|ei|ev(ěi ⊗ H∗(g)(ei)) où
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ev : Hom(H∗(F ),k)⊗H∗(F )→ k désigne l’application d’évaluation.

Théorème 1. Considérons une application continue f : E → E telle que p ◦ f = p
et notons f̄ : F → F sa restriction à la fibre. Si H∗(F ) est de dimension finie, alors
il existe un morphisme de ΛX-modules différentiels τ : (Λ(X ⊕ Y ), d) → (ΛX, d)
dont la restriction à ΛX est la multiplication par le nombre de Lefschetz de f̄ :
τ ◦ ψ(x) = Λf̄ · x, x ∈ ΛX.
En particulier, si Λf̄ 6= 0, le morphisme ψ : (ΛX, d) → (Λ(X ⊕ Y ), d) admet une
rétraction de ΛX-modules différentiels.

Avant d’entamer la preuve, examinons le cas de la fibration triviale F → F → ∗.
L’espace F est ici dans le domaine d’Anick, nous pouvons en considérer un modèle
de Sullivan (ΛY, d). Le transfert est alors le morphisme d’evgd τ : (ΛY, d) → k
défini par τ (1) = χF · 1 = χF et τ (y) = 0 si y ∈ Λ+Y . Décrivons-le d’une façon
un peu plus compliquée mais qui guidera le cas général. Considérons la résolution k
semi-libre minimale de k→ (ΛY, d) donnée par k→ (H∗(F ), 0)

'→ (ΛY, d). Notons
` le produit de H∗(F ) et {ei}i∈I une base de l’espace vectoriel H∗(F ). En notant
{ěi}i∈I la base de Hom(H∗(F ),k) associée, on définit le transfert τ en posant :

τ (h) =
∑
i∈I

(−1)|ei|ěi(H
∗(f)(ei) ` h).

Autrement dit, si η : k → End(H∗(F )) est définie par η(1) = id, le transfert est le
composé

H∗(F ) ∼= k⊗H∗(F )
η⊗id−→ End(H∗(F ))⊗H∗(F )

T−1⊗id−→
Hom(H∗(F ),k)⊗H∗(F )⊗H∗(F )

id⊗H∗(f)⊗id−→
Hom(H∗(F ),k)⊗H∗(F )⊗H∗(F )

id⊗`−→ Hom(H∗(F ),k)⊗H∗(F )
ev−→ k.

Remarquons que cette description utilise de façon fondamentale l’élément universel
et le produit deH∗(F ). La preuve du Théorème 1 consiste à adapter cette construction
au cas général. Les rôles de k et H∗(F ) seront respectivement tenus par (ΛX, d) et
par un ΛX-module différentiel de rang fini (ΛX ⊗K, d). Les bifoncteurs − ⊗ − et
Hom(−,−) seront remplacés par les bifoncteurs − ⊗ΛX − et HomΛX(−,−) qui,
à deux ΛX-modules différentiels (M, dM ) et (N, dN ), associent les ΛX-modules
différentiels (M⊗ΛXN, d) et (HomΛX(M,N), D). Leurs différentielles sont respectivement
définies par d(m⊗ΛX n) = dMm⊗ΛX n+(−1)|m|m⊗ΛX dNn et Df(m) = dN(f(m))−
(−1)|f |f(dMm) pour m ∈ M , n ∈ N et f ∈ HomΛX (M,N). Rappelons que si
(M, dM ) et (N, dN ) sont deux ΛX-modules différentiels libres comme ΛX-modules
non différentiels (M = ΛX ⊗ K, N = ΛX ⊗ K ′) il en de même des ΛX-modules
différentiels (M ⊗ΛX N, d) et (HomΛX (M,N), D) : ces ΛX-modules sont en effet
respectivement isomorphes aux ΛX-modules libres ΛX⊗K⊗K ′ et ΛX⊗Hom(K,K ′).

La proposition suivante nous garantit l’existence d’un élément universel. La
démonstration est une adaptation directe du cas classique.

Proposition 1. Si (M, d) = (ΛX⊗K, d) est un ΛX-module différentiel de rang fini,
alors l’application TΛX : (HomΛX(ΛX ⊗K,ΛX)⊗ΛX ΛX ⊗K, d) → (EndΛX (ΛX ⊗
K), D) définie, pour z, w dans ΛX ⊗ K et f dans HomΛX(ΛX ⊗ K,ΛX), par
TΛX(f⊗ΛXz)(w) = (−1)|z||w|f(w)·z est un isomorphisme de ΛX-modules différentiels.
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Rappelons que les cocycles de (EndΛX(ΛX ⊗ K), D) sont les morphismes de
ΛX-modules différentiels. En particulier l’identité est un cocycle et étant donnée
une base, nous pouvons former dans HomΛX (ΛX⊗K,ΛX)⊗ΛX ΛX⊗K un cocycle
“universel” de la façon suivante :
Soit {bi}i∈I une base de K et {b̌i | i ∈ I} ⊂ Hom(K,k) sa base duale, alors {βi =
1⊗bi | i ∈ I} ⊂ ΛX⊗K et {β̌i = id⊗b̌i | i ∈ I} ⊂ HomΛX (ΛX⊗K,ΛX) constituent
respectivement des bases des ΛX-modules ΛX ⊗ K et HomΛX (ΛX ⊗ K,ΛX).
L’élément

∑
i

(−1)|βi|β̌i ⊗ βi dont l’image par TΛX est l’identité est alors un cocycle,

appelé cocycle “universel”.

Le deuxième ingrédient nécessaire pour notre construction du transfert est un
“relèvement” du cup-produit de la fibre. Plus précisément nous utiliserons l’énoncé
suivant :

Proposition 2. Soit (ΛU, d) → (Λ(U ⊕ V ), d) une KS extension et considérons sa
résolution (ΛU, d)-semi-libre minimale

(ΛU, d) //

((QQQQQQQQQQQQQ
(Λ(U ⊕ V ), d)

π // (ΛV, d̄)

(ΛU ⊗H(ΛV, d̄), d)

ϕ '
OO

ρ // (H(ΛV, d̄), 0)

ϕ̄ '
OO

Notons υ le produit de H = H(ΛV, d̄). Alors, il existe un morphisme de ΛU-modules
différentiels µ : (ΛU ⊗ H ⊗ΛU ΛU ⊗ H, d) → (ΛU ⊗ H, d) rendant commutatif le
diagramme suivant :

(ΛU ⊗H ⊗ΛU ΛU ⊗H, d)
µ //

ρ⊗ρ
��

(ΛU ⊗H, d)

ρ

��
(H ⊗H, 0)

υ // (H, 0).

Démonstration. Notons respectivement m et m′ les multiplications des algèbres

Λ(U ⊕ V ) et ΛV . L’application ΛU ⊗H ⊗ ΛU ⊗H ϕ⊗ϕ−→ Λ(U ⊕ V )⊗ Λ(U ⊕ V )
m−→

Λ(U ⊕ V ) induit un morphisme de ΛU-modules différentiels m̄ : (ΛU ⊗ H ⊗ΛU

ΛU ⊗H, d) → (Λ(U ⊕ V ), d). Puisque le module ΛU ⊗H ⊗ΛU ΛU ⊗H est un ΛU-
module différentiel semi-libre, il existe, par le lemme de relèvement [2] un morphisme
de ΛU-modules différentiels µ : (ΛU ⊗ H ⊗ΛU ΛU ⊗ H, d) → (ΛU ⊗ H, d) et une
application ΛU -linéaire θ : ΛU ⊗H ⊗ΛU ΛU ⊗H → Λ(U ⊕ V ) de degré -1 tels que
ϕ ◦ µ− m̄ = dθ+ θd. Notons µ̄ le morphisme d’evgd k⊗ΛU µ : (H ⊗H, 0) → (H, 0).
Montrons que µ̄ est exactement le produit de H et l’énoncé sera démontré. Puisque
θ est ΛU -linéaire, l’application π ◦ θ induit une application θ′ : H ⊗ H → ΛV de
degré -1 telle que π ◦ θ = θ′ ◦ (ρ⊗ ρ). On vérifie facilement que θ′ est une homotopie
entre les morphismes d’evgd ϕ̄ ◦ µ̄ et m′ ◦ ϕ̄ ⊗ ϕ̄ i.e. ϕ̄ ◦ µ̄ − m′ ◦ ϕ̄ ⊗ ϕ̄ = d̄θ′.
Soit q : (ΛV, d̄) → (H, 0) une rétraction d’evgd de ϕ̄, q ◦ ϕ̄ = id. On obtient donc
µ̄ − q ◦m′ ◦ ϕ̄ ⊗ ϕ̄ = qd̄θ = 0. Il suffit, pour conclure, de remarquer que le produit
de H est exactement le composé q ◦m′ ◦ (ϕ̄⊗ ϕ̄). �
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Démonstration du Théorème 1. Rappelons que ψ : (ΛX, d) → (Λ(X ⊕ Y ), d)
est un modèle de Sullivan relatif de la fibration p : E → B. Notons ε : ΛX → k
l’augmentation. Considérons la résolution ΛX-semi-libre minimale du morphisme de
ψ :

(ΛX, d)
ψ //

((QQQQQQQQQQQQQ
(Λ(X ⊕ Y ), d)

π // (ΛY, d̄)

(ΛX ⊗H(ΛY, d̄), d)

ϕ '

OO

ρ // (H(ΛY, d̄), 0)

ϕ̄ '
OO

Il suffit de construire un morphisme de ΛX-modules différentiels τ : (ΛX⊗H, d) →
(ΛX, d) tel que τ (x) = Λf̄ · x pour x ∈ ΛX. D’après [8], on sait que les morphismes
d’algèbres H∗(π) et H∗(i) cöıncident, en particulier l’algèbre H(ΛY, d̄) est isomorphe
à H∗(F ). On note donc H = H(ΛY, d̄) = H∗(F ) et ` le produit. L’application
f : E → E induit un morphisme de ΛX-modules différentiels Φ : ΛX⊗H → ΛX⊗H.
La projection de Φ sur H, k⊗ΛX Φ, s’identifie à l’application linéaire H∗(f̄) induite
par la restriction de f à la fibre. Soit {ei}i∈I une base de l’espace vectorielH et {ěi}i∈I
sa base duale. Les ensembles {εi = 1⊗ei | i ∈ I} et {ε̌i = id⊗ ěi | i ∈ I} constituent
alors des bases des ΛX-modules ΛX ⊗ H et HomΛX (ΛX ⊗ H,ΛX). Nous allons
construire le transfert à partir du cocycle “universel”

∑
i∈I

(−1)|εi|ε̌i ⊗ΛX εi. Notons

(Φij) la matrice de Φ dans la base {εi}. Remarquons que (εΦij) est exactement la
matrice de H∗(f̄) dans la base {ei} et que, pour raison de degré, on a Φii = εΦii

pour tout i. À l’aide du morphisme µ : ΛX ⊗H ⊗ΛX ΛX ⊗H → ΛX ⊗H construit
dans la proposition 2 pour la KS extension ψ : (ΛX, d)→ (Λ(X ⊕ Y ), d), on définit
l’application τ : ΛX ⊗ H → ΛX par τ (x ⊗ h) = x · ∑

i∈I
(−1)|εi|ε̌i(µ(Φ(εi) ⊗ΛX h))

pour x ∈ ΛX et h ∈ H. En utilisant l’égalité d(
∑
i∈I

(−1)|εi|ε̌i ⊗ΛX εi) = 0, il est facile

de voir que τ commute à la différentielle. L’application τ est ainsi un morphisme de
ΛX-modules différentiels qui, de plus, vérifie pour x ∈ ΛX :
τ (x ⊗ 1) = x · τ (1) = x · ∑

i
(−1)|εi|ε̌(Φ(εi)) = x · ∑

i
(−1)|εi|Φii = x · ∑

i
(−1)|εi|εΦii

= x ·∑
i

(−1)|ei|εΦii = Λf̄ · x. �

La catégorie de Lusternik et Schnirelmann d’un espace S est le plus petit n ∈ N
pour lequel S peut être recouvert par n + 1 ouverts contractiles dans S. En notant
SQ le rationalisé de l’espace S, nous obtenons comme conséquence du Théorème 1 :

Corollaire. Soit F
i→ E

p→ B une fibration dans laquelle tous les espaces sont
1-connexes et du type d’homotopie d’un CW-complexe de type fini. Si H∗(F ; Q) est
de dimension finie et si χF 6= 0 alors catEQ ≥ catBQ.

Fixons pour le reste de cette section k = Q. Tous les espaces 1-connexes et ayant
le type d’homotopie d’un CW-complexe de type fini sont ainsi dans le domaine
d’Anick. Félix et Halperin [2] ont caractérisé la LS-catégorie du rationalisé d’un
espace de la façon suivante :
Soit S un espace 1-connexe du type d’homotopie d’un CW-complexe de type fini et
soit (ΛU, d) un modèle de Sullivan de cet espace. Considérons, pour tout n ≥ 0, un



Sur le transfert de Becker et Gottlieb 611

modèle relatif de la projection (ΛU, d)→ (ΛU/Λ>nU, d) :

(ΛU, d)
j // (ΛU ⊗ ΛV, d)

' // (ΛU/Λ>nU, d)

Alors [2] catSQ est le plus petit n ∈ N pour lequel j admet une rétraction d’agcd.
Dans [6] K. Hess montre que ceci est équivalent à l’existence d’une rétraction de
ΛU -modules différentiels.

Démonstration du corollaire. Soit (ΛX, d)
ψ→ (Λ(X⊕Y ), d) un modèle (sur Q)

de la fibration p. Supposons catEQ ≤ n, et considérons un modèle de la projection

(Λ(X ⊕ Y ), d)
j1 // (Λ(X ⊕ Y )⊗ ΛV, d)

φ1

'
// (Λ(X ⊕ Y )/Λ>n(X ⊕ Y ), d)

et r : (ΛX ⊗ ΛY ⊗ ΛV, d) → (Λ(X ⊕ Y ), d) une rétraction de ΛX ⊗ ΛY modules
différentiels de l’application j1. Considérons également

(ΛX, d)
j2 // (ΛX ⊗ ΛW, d)

φ2

'
// (ΛX/Λ>nX, d)

un modèle de la projection et

ψ′ : (ΛX/Λ>nX, d)→ (Λ(X ⊕ Y )/Λ>n(X ⊕ y), d)

l’application d’agdc induite par ψ. Nous obtenons ainsi le diagramme commutatif
en traits pleins suivant

ΛX
ψ //

j2
��

ΛX ⊗ ΛY
j1 // ΛX ⊗ ΛY ⊗ ΛV

φ1 '
��

ΛX ⊗ ΛW
φ2

//

λ
22

(ΛX/Λ>nX, d)
ψ′

// (Λ(X ⊕ Y )/Λ>n(X ⊕ Y ), d)

dans lequel toutes les applications sont des morphismes de ΛX-modules différentiels
et φ1 est un quasi-isomorphisme surjectif. Par le lemme de relèvement [2], il existe un
morphisme de ΛX-modules différentiels λ tel que φ1 ◦ λ = ψ′ ◦ φ2. Soit maintenant
τ : (ΛX ⊗ ΛY, d) → (ΛX, d) le transfert construit dans le Théorème 1 vérifiant
τ ◦ ψ = χF . Puisque χF 6= 0, formons le composé r̃ = 1

χF
τ ◦ r ◦ λ. Cette application

est un morphisme de ΛX-modules différentiels et vérifie r̃◦j2 = idΛX , par conséquent
catBQ ≤ n. �
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2 Inclusion de la fibre

Rappelons la définition suivante :

Une algèbre graduée connexe A de dimension finie satisfait la dualité de Poincaré
pour ω ∈ An si An = ω · k, A>n = 0 et si la multiplication de A induit une forme

bilinéaire non dégénérée P : A ⊗ A → A
I→ k où I est l’application linéaire définie

par I(ω) = 1 et I(A<n) = 0.
L’application ν : A → Hom(A,k) définie par ν(a)(b) = I(a.b) est alors une
application linéaire bijective de degré −n.
Si {bi}i∈J est une base homogène de l’espace vectoriel gradué A, on note {b∗i }i∈J sa
base duale pour la dualité de Poincaré P . L’élément b∗i vérifie deg(b∗i ) = n− deg(bi)
et P (b∗i ⊗ bj) = δij. L’application ν transforme la base {b∗i} en la base duale de {bi}
pour la dualité linéaire i.e. ν(b∗i ) = b̌i.

Pour une fibration F → E → B dans laquelle la cohomologie de la fibre satisfait
la dualité de Poincaré, nous montrons que cette dualité s’étend en une dualité entre
un modèle de E et son dual comme module sur un modèle de la base. Nous nous
servons ensuite de cette dualité pour démontrer dans notre cadre le théorème de
l’inclusion de la fibre et en déduire la construction d’un morphisme de transfert.

Considérons à nouveau une fibration F
i→ E

p→ B dans laquelle la base et
l’espace total sont r-tempérés et de type fini. Supposons que Hrρ(k)(E) = 0 et

notons (ΛX, d)
ψ→ (Λ(X ⊕ Y ), d) un modèle de Sullivan relatif de l’application p.

Considérons également la ΛX résolution semi-libre minimale du morphisme ψ

(ΛX, d) //

''OOOOOOOOOOOO
(Λ(X ⊕ Y ), d)

π // (ΛY, d̄)

(ΛX ⊗H, d)

ϕ '
OO

ρ // (H, 0)

ϕ̄ '
OO

où H = H(ΛY, d̄) = H∗(F ).

Théorème 2. Supposons que H = H∗(F ) satisfait la dualité de Poincaré pour la
classe ω ∈ Hn(F ). Notons IΛX : ΛX ⊗ H → ΛX l’application définie par IΛX(x ⊗
h) = (−1)|x|nx · I(h) et µ le relèvement du produit de H (cf Prop 2). Alors
(i) L’application νΛX : ΛX ⊗H → HomΛX(ΛX ⊗H,ΛX), définie par :

νΛX(u)(v) = IΛX ◦ µ(u⊗ΛX v) u, v ∈ ΛX ⊗H

est une bijection de ΛX-modules différentiels de degré −n.
(ii) Pour toute application f : E → E vérifiant p ◦ f = p il existe un cocycle
z ∈ ΛX ⊗H tel que ρ(z) = Λf̄ · ω où f̄ est la restriction de f à la fibre.
De plus, νΛX(z) : ΛX ⊗H → ΛX est un transfert i.e. νΛX(z) est un morphisme de
ΛX-modules différentiels tel que νΛX(z)(x) = Λf̄ · x pour x ∈ ΛX.

Démonstration. (i) Notons PΛX le composé ΛX⊗H⊗ΛX ΛX⊗H µ→ ΛX⊗H IΛX→
ΛX. Pour raison de degré IΛX est une application différentielle, PΛX et νΛX sont
donc des applications de ΛX-modules différentiels.
Pour montrer que νΛX est bijective, nous montrons qu’elle transforme une base en
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une base. Soit {ei}i∈{0,..,N} une base de H telle que e0 = 1, eN = ω et | ei |≤| ej |
pour i ≤ j. Notons εi = 1⊗ ei les éléments de la base de ΛX ⊗H correspondante.
La commutativité du diagramme

ΛX ⊗H ⊗ΛX ΛX ⊗H µ //

��

ΛX ⊗H
ρ

��

IΛX // ΛX

ε

��
H ⊗H ` // H

I // k

nous donne les relations suivantes :
PΛX(εi ⊗ΛX εj) = 0 si | ei | + | ej |< n,
PΛX(εi ⊗ΛX εj) = P (ei ⊗ ej) si | ei | + | ej |= n,
PΛX(εi ⊗ΛX εj) ∈ Λ+X si | ei | + | ej |> n.

Soit {e∗i} la base duale de ei pour la dualité de Poincaré. En suivant le procédé de
Gramm-Schmidt, nous construisons une base {ε∗i} du ΛX-module libre ΛX⊗H telle
que ε∗i = 1 ⊗ e∗i +

∑
j>i

αij · ε∗j où αij ∈ Λ+X et telle que PΛX(ε∗i ⊗ΛX εj) = δij. Les

ε∗i sont définis par récurrence par ε∗N = 1 ⊗ e∗N et ε∗N−k = 1 ⊗ e∗N−k −
∑
i<k

PΛX (1 ⊗
e∗N−k ⊗ΛX εN−i) · ε∗N−i. Par ailleurs, notons ε̌i = id⊗ ěi l’image de la forme linéaire

ěi, duale de ei, par l’isomorphisme canonique Hom(H,k)
∼=→ HomΛX (ΛX⊗H,ΛX).

Les éléments {ε̌i} forment une base de HomΛX(ΛX ⊗ H,ΛX). L’image de ε∗i par
νΛX est exactement ε̌i ce qui signifie que l’application νΛX transforme une base en
une base. Le point (i) est donc démontré.

(ii) L’application f induit un morphisme de ΛX-modules différentiels Φ : (ΛX ⊗
H, d) → (ΛX ⊗ H, d) dont la projection sur H s’identifie à l’application linéaire
H∗(f̄) induite par la restriction de f à la fibre. Notons (Φij) la matrice de Φ dans
la base {εi}. Rappelons que (εΦij) est la matrice de H∗(f̄ ) dans la base {ei} et que
εΦii = Φii ∈ k pour tout i.
Nous cherchons un cocycle z ∈ ΛX⊗H tel que ρ(z) = Λf̄ ·ω. Remarquons que Λf̄ ·ω =
N∑
i=0

(−1)|ei|εΦiie
∗
i ` ei =

N∑
i=0

(−1)|εi|εΦiiρµ(ε∗i ⊗ΛX εi) = ρ(
N∑
i=0

(−1)|εi|Φiiµ(ε∗i ⊗ΛX εi)) .

L’élément
N∑
i=0

(−1)|εi|Φiiε
∗
i⊗εi est un cocycle car il est l’image inverse du cocycle Φ par

la bijection différentielle TΛX ◦(νΛX⊗id) : ΛX⊗H⊗ΛXΛX⊗H → EndΛX(ΛX⊗H).
Puisque µ commute à la différentielle z =

∑
i

(−1)|εi|Φiiµ(ε∗i ⊗ εi) est également un

cocycle. Ce cocycle vérifie ρ(z) = Λf̄ · ω et répond donc à la question. Son image
par νΛX est également un cocycle i.e. un morphisme de ΛX-modules différentiels
νΛX(z) : (ΛX⊗H, d)→ (ΛX, d). Vérifions que νΛX(z) est un transfert : soit x ∈ ΛX,
on a νΛX (z)(x) = (−1)|x||νΛX(z)|x · νΛX(1) = x · IΛX ◦ µ(

∑
i

(−1)|εi|Φiiµ(ε∗i ⊗ εi)⊗ 1) =

x ·∑
i

(−1)|εi|ΦiiPΛX (ε∗i ⊗ εi) = Λf̄ · x. �
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