
Quelques remarques sur l’opérateur de
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Résumé

Le but dans cet article est l’étude de l’opérateur de Schrödinger à potentiel
complexe singulier. Un potentiel V choisi de telle sorte que l’on ne puisse
définir la somme algébrique S = −∆+V . En effet en supposant que V vérifie :
V ∈ L1(RN ), V 6∈ L2

loc(R
N ) et <eV > 0 et si N < 4, alors S n’a pas de

sens. Ainsi on montre qu’il existe une somme (−∆⊕ V ), étendant la somme
algébrique telle que l’on puisse résoudre les équations du type λu + (−∆ ⊕
V )u = v dans L2(RN ).

Introduction

Le problème que l’on aborde dans ce papier est très classique. Il a été étudié
par plusieurs mathématiciens par le passé, Brézis, Kato, Lapidus, Nelson, Simon ...
Ces auteurs ont étudié l’opérateur de Schrödinger à potentiels singuliers complexes,
singuliers positifs, singuliers imaginaires dans (cf [12], [5], [11], [13] )... La nouveauté
dans cet article c’est le choix d’un potentiel singulier complexe de sorte que l’on
ne puisse définir la somme algébrique S = −∆ + V , de façon précise on choisit le
potentiel V de telle façon que D(∆) ∩D(V ) = {0}. Dans ces conditions, il est tout
a fait naturel de chercher à définir des extensions maximales de S. On peut définir
une somme étendant la somme algébrique, la forme somme généralisée d’opérateurs
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maximaux accrétifs (cf [7] ). A l’aide du théorème du point fixe, on montre que les
équations du type λu+(−∆⊕V )u = v, admettent une unique solution u0 ∈ H1(RN),
pour <eλ ≥ λ0, pour cela on donnera une méthode directe permettant de montrer
l’existence d’une solution, lorsque N = 1 et lorsque N > 1, on peut faire le même
travail. Il est a noter que le choix de V dépend, dans le cas présent de la dimension
N . En effet lorsque N < 4, on sait que l’opérateur somme S n’est pas défini mais
lorsque N ≥ 4, on ne sait pas si D(∆) ∩D(V ) est trop petit ou s’il est dense dans
L2(RN). Ce fait est donné par les injections de Sobolev.

1 Préliminaires

1.1 Opérateur de Schrödinger

Dans la suite on se place dans l’espace de Hilbert complexe des fonctions mesu-
rables de carrés sommables, L2(RN). Dans cet espace on considère les opérateurs

Au = −∆u, D(A) = H
2(RN),

BV u = V u, D(BV ) = {u ∈ L2(RN ) : V u ∈ L2(RN)}.

L’opérateur A est autoadjoint monotone et (−A) engendre un co semi-groupe

exp(−At)t>0 et l’on a exp(−At)u = Kt ? u, t > 0, Kt = (4πt)−
N
2 exp (−‖x‖2

4t
).

Ainsi on a (−∆ + λ)−1u = Gλ ? u ( <eλ > 0 ) avec :

Gλ(x) =
∫ +∞

0
(4πt)−

N
2 exp (−

‖x‖2

4t
) exp (−tλ)dt.

L’opérateur BV est linéaire m-sectoriel (<eV > 0 ).

Théorème 0 (Sobolev). Soient k un entier naturel et s > k + N
2

; alors l’es-
pace H

s(RN) est continûment plongé dans l’espace Bk(RN), des fonctions continues
bornées sur R

N ainsi que leurs dérivées d’ordre inférieur à k (Muni de sa norme
naturelle). De plus on a

lim
‖x‖→+∞

|Dαu(x)| = 0 ∀u ∈ H
s(RN) et |α| ≤ k.

1.2 Hypothèse sur V

On suppose dans la suite que le potentiel V vérifie :

HV <e(V ) > 0, V ∈ L1(RN) et V 6∈ L2
loc(R

N).

2 Principaux résultats

Proposition 1. Sous l’hypothèse HV et si N < 4, on a D(A) ∩D(BV ) = {0}.

Preuve. Soit u ∈ D(A)∩D(BV ). On suppose que u 6≡ 0. Mais puisque u est continue
(selon le théorème 0 de Sobolev, N < 4 ), il existe alors un ouvert Ω de R

N et µ > 0
tels que |u(x)| > µ sur Ω. Soit Ω′ une partie compacte de Ω, muni de la topologie
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induite par celle de Ω, donc par celle de R
N . Ainsi Ω′ est aussi une partie compacte de

R
N . On a (|V |)|Ω′ = (|V u|)|Ω′

(|u|)|Ω′
6∈ L2(Ω′). Mais (|V u|)|Ω′ ∈ L2(Ω′) et

1

(|u|)|Ω′

∈ L∞(Ω′)

ce qui entrâıne que V |Ω′ ∈ L2(Ω′). D’où la contradiction.

Question. La Proposition 1 est-elle vraie lorsque N ≥ 4 ?

Proposition 2. Sous l’hypothèse HV , on a :

1. D(A
1
2 ) ↪→ D(B

1
2
V ), lorsque N = 1

2. D(A
1
2 ) ∩D(B

1
2
V ) ⊃ C∞

c (RN) lorsque l’entier N < 4.

Preuve. Soit u ∈ D(A
1
2 ) = H

1(R) ↪→ L∞(R). On a D(B
1
2
V ) = {u ∈ L2(R) : V |u|2 ∈

L1(R)}. Mais u ∈ L∞(R), V
1
2 ∈ L2(R), alors V

1
2 u ∈ L2(R), c’est à dire u ∈

D(B
1
2
V ). Ainsi on a D(A

1
2 ) ∩ D(B

1
2
V ) = H

1(R) est dense dans L2(R). De la même

façon D(A
1
2 ) ∩ D(B

1
2
V ) ⊃ C∞

c (RN) lorsque l’entier N < 4. ce qui veut dire que

D(A
1
2 ) ∩D(B

1
2
V ) est dense dans l’espace L2(RN ).

2.1 Exemple de potentiel vérifiant HV

Soit Ω ⊂ R
N une partie compacte. Soit g ∈ L1(Ω) telle que g 6∈ L2(Ω),<e(g) >

0 et g ≡ 0 sur Ωc.

Soit µn = (µ1
n, ...., µN

n ) ∈ IQN , une N - énumération rationnelle. On pose alors

V (x) =
+∞∑
k=1

g(x− µk)

k2
.

Ainsi le potentiel V donné ci-dessus vérifie l’hypothèse HV .

2.2 Forme somme généralisée

Les opérateurs A et BV étant respectivement, auto-adjoint monotone et m-
sectoriel. Si l’on considère les formes sesquilinéaires associées à ces deux opérateurs :

Φ(u, v) =
∫
RN ∇u∇vdx u , v ∈ D(Φ) = H

1(RN ),

Ψ(u, v) =
∫
RN V uvdx u , v ∈ D(Ψ) = D(B

1
2
V ),

et soit Ξ(u, v) =
∫

RN
∇u∇vdx +

∫
RN

V uvdx ∀u, v ∈ D(Ξ) = H
1(RN) ∩D(B

1
2
V ).

Alors la forme sesquilinéaire Ξ est strictement accrétive (Elle est sectorielle) fermée,

de domaine D(Ξ) = H
1(RN) ∩ D(B

1
2
V ) dense dans L2(RN ), selon la proposition 2.

Selon le premier théorème de représentation de Kato (cf [10] ou [7] ), il existe alors
un unique opérateur m-sectoriel (−∆ ⊕ V ) tel que : Ξ(u, v) =< (−∆ ⊕ V )u, v >

∀u ∈ D((−∆⊕ V )), v ∈ D(Ξ).
Par ailleurs selon l’auteur dans ([7] ), l’opérateur (−∆ ⊕ V ) vérifie la condition de

Kato : D((−∆⊕ V )
1
2 ) = D(Ξ) = D((−∆⊕ V )∗

1
2 ).
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2.3 Méthode de résolution directe

On se limitera au cas N = 1. On sait selon ce qui précède que D(∆)∩D(V ) = {0}.
La somme algébrique S = −∆ + V n’est donc pas définie. Le but est ici d’utiliser le
théorème du point fixe pour montrer l’existence d’une solution pour les équations :

(E) λu + (−u′′ ⊕ V u) = f dans L2(R).

En effet soit Tλ : u −→ Gλ ? (f − V u), une application de L2(R) dans L2(R),

où Gλ(x) = 1

2λ
1
2
e−λ

1
2 |x| (On peut supposer que λ > 0, le cas complexe se traite de la

même façon).

Théorème 1. L’application Tλ applique H
1(R) dans H

1(R) et admet un unique
point fixe, solution de l’équation (E) si λ est assez grand (λ ≥ λ0).

Preuve. soit Tλ(u) = Gλ ? f −Gλ ? (V u). Montrons que Gλ ? f et Gλ ? (V u) ∈ H
1(R)

si u ∈ H
1(R). En effet Gλ ? f ∈ L2(R) du fait que Gλ ∈ L1(R) et f ∈ L2(R) et

en plus ‖Gλ ? f‖2 ≤ ‖Gλ‖1‖f‖2 = ‖f‖2
λ

. De même (Gλ ? f)′ = G′
λ ? f ∈ L2(R),

car G′
λ ∈ L1(R) et f ∈ L2(R). De plus, ‖G′

λ ? (f)‖2 ≤ ‖G′
λ‖1‖f‖2 = ‖f‖2

λ
1
2

. Il

vient que : ‖Gλ ? f‖H1(R) ≤ ( 1
λ2 + 1

λ
)

1
2‖f‖2. Par ailleurs Gλ ? (V u) ∈ L2(R) car

Gλ ∈ L2(R) et V u ∈ L1(R). Ainsi on a

‖Gλ ? (V u)‖2 ≤ ‖Gλ‖2‖QV ‖1 ≤
C‖V ‖1‖u‖H1(R)

2λ
3
4

.

De la même manière, ‖G′
λ ? (V u)‖2 ≤

C′‖V ‖1‖u‖H1(IR)

λ
1
4

. L’application Tλ applique donc

H
1(R) dans H

1(R). Par ailleurs, cette application est affine en u, on ne s’intéresse
qu’à l’expression en u, c’est à dire Gλ ? (V u). selon ce qui précède, on a : ‖Gλ ?

(V u)‖H1(R) ≤ a( 1
λ1/2 + 1

λ3/2 )
1
2 ‖V ‖1‖u‖H1(R).

Si on pose C(λ) = a( 1
λ1/2 + 1

λ3/2 )
1
2‖V ‖1 alors C(λ) � 1 si λ ≥ λ0. Il vient donc

que si λ ≥ λ0 l’application Tλ est une contraction stricte, par le théorème du point
fixe il existe un unique point fixe u0 ∈ H

1(R) pour Tλ. Ainsi u0 est l’unique solution
de (E) pourvu que λ soit assez grand.

On pose Mu = (−∆⊕ V )u, avec u = Gλ ? f −Gλ ? (V u) dans H
1(R).

Théorème 2. L’opérateur M défini ci-dessus est monotone si et seulement si JM
λ =

(I + λM)−1 est une contraction pour λ ≤ 1
λ0

.

Théorème 3. Soit u ∈ H
−1(R) ∩ L2(R), v ∈ H

1(R) ∩ L2(R). Alors on a

< u, v >H−1(R)×H1(R)=
∫ +∞

−∞
uvdx.

Théorème 4. Si V ∈ L1(R), u ∈ L2(R), v ∈ H
1(R) et si uv ∈ L∞(R). Alors

< V u, v >H−1(R)×H1(R)=
∫ +∞

−∞
V uvdx.
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Preuve du théorème 4.

Première étape :
On suppose que V ∈ L1(R) ∩ L∞(R), d’après le Théorème 3, on a :

< V u, v >H−1(R)×H1(R)=
∫ +∞

−∞
V uvdx.

Deuxième étape :
On suppose que V > 0 car V = <eV + i=mV, <eV > 0 et =mV = (=mV )+ −
(=mV )−.

Troisième étape :
On pose Vn = V ∨ {n} ∈ L∞(R) et on a limn→∞ ‖Vnu− V u‖1 = 0. Donc

lim
n→∞

‖Vnu− V u‖H−1(R) = 0.

< Vnu, u >H−1(R)×H1(R)=
∫ +∞

−∞
Vn|u|

2dx −→
∫ +∞

−∞
V |u|2dx =< V u, v >H−1(R)×H1(R),

par le Théorème de convergence dominée.

Preuve du théorème 2. Par hypothèse, u + λMu = f dans H
−1(R). On a : <

u, u >H−1(R)×H1(R) +λ[< −u′′, u >H−1(R)×H1(R) + < V u, u >H−1(R)×H1(R)] =< f, u > .

Selon ce qui précède, on a :

∫ +∞

−∞
|u|2dx + λ[

∫ +∞

−∞
|u′|2dx +

∫ +∞

−∞
V |u|2dx] =

∫ +∞

−∞
fudx.

M est supposé monotone donc si λ est assez petit (λ ≤ 1
λ0

). Alors on a ‖u‖H1(R) ≤

‖f‖2, ce qui entrâıne que (I + λM)−1 est une contraction et réciproquement.

Remarque. On peut faire la même chose lorsque N > 1.

Remerciements. On remercie le professeur J-B. BAILLON pour toutes les discus-
sions que nous avons eues sur le sujet.
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