Exemples de suites de complexité
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Résumé Dans ce travail, on étudie 'existence d’une classe de suites infinies de
complexité comprise entre n + 1 et 2n.

Dans un premier temps, on s’intéresse a regarder I’évolution des graphes de Rauzy
de ce genre de suites, ot on démontre que si on a une suite récurrente u de complexité
p(n) < gn+1, alors s(n) = p(n+1)—p(n) < 2, ce qui empéche d’avoir une évolution
compliquée des graphes de Rauzy. Dans un deuxieme temps, on donne quelques
exemples de suites de complexité entre n + 1 et 2n. Ala fin, on démontre qu’on
peut toujours construire des suites qui vérifient h_m@ < m% <a(l<aelR).
C’est-a-dire qu’on peut toujours construire une suite de complexité tres proche de
n 4+ 1 a partir d’'un certain rang.

1 Introduction

Pour étudier un mot infini v défini sur un alphabet fini A, on lui associe la
fonction p,, dite fonction de complexité de u, en notant p,(n) le nombre de facteurs
de longueur n du mot u. Cette notion a été intensivement étudiée dans ces dernieres
années [2]. On associe aussi au mot u une famille de graphes (I',), ou I';, (le graphe
de Rauzy d’ordre n) est le graphe orienté dont les sommets sont les facteurs de
longueur n de u et ou il existe un arc entre deux sommets s’ils se succedent dans le
mot infini u (voir la définition plus loin).

Morse et Hedlund [12] ont montré que s'il existe un entier ng tel que p,(ng) < ng,
alors le mot infini u est ultimement périodique. Les mots intéressants sont donc ceux
dont la complexité est telle que p(n) > n+1 pour tout n € IN. Les plus simples parmi
ceux-ci sont les mots infinis de complexité p(n) = n + 1 pour tout n (un tel mot est
appelé suite sturmienne). Ces mots sont donc les mots infinis de complexité minimale
parmi les mots infinis non ultimement périodiques (voir [§], [13]). Les mots tels que
p(n) = n+ k pour n > ng sont également été étudiés (suites quasi-sturmiennes).
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Récemment, Rote [15] a étudié une classe de mots infinis de complexité exactement
2n, et il a présenté une méthode de construction de tels mots infinis inspirée de
larticle d’Arnoux et Rauzy [3], basée sur les graphes de Rauzy et leurs évolutions.

Dans cet article, on considére un cas intermédiaire : les mots infinis de complexité

comprise entre n + 1 et 2n.
Dans un premier temps, on présente d’une facon générale les graphes de Rauzy
(chapitre 3) et leurs évolutions, et en particulier, les graphes de Rauzy des suites
sturmiennes, qui n’admettent que deux types d’évolutions possibles. Cette étude
nous permet dans un deuxieme temps de regarder les graphes de Rauzy des suites
notées us, dont la complexité est telle que p(n) < an+1 pour une certaine constante
a < 2 (chapitre 4). On démontre que si u est une suite de type us avec a < %, alors
s(n) = p(n+1)—p(n) < 2 pour tout n € IN, ce qui nous évite de rencontrer certains
graphes dont 1’évolution serait assez compliquée a étudier.

Pour finir, on présente une méthode qui permet de construire des suites de
complexité assez faible et treés proche de celle des suites sturmiennes (chapitre 5).
On démontre que pour tout a > 1, on peut toujours construire une suite non quasi-
sturmienne de complexité n + 1 < p(n) < an + 1.

2 Préliminaires

2.1 Définitions

1. Une suite finie sur un alphabet fini A est appelée un mot.

2. La longueur d’un mot est le nombre des lettres qui composent ce mot.

3. On appelle mot infini, ou simplement suite, une suite indexée par IN a valeurs
dans A, et on la note u = (u,), N = tot1Usz . . .

4. Un mot w de longueur n est un facteur d’une suite u s’il existe ng € IN tel
qUe W = UpyUng+1 ** * Ung+n—1- On note L(u) 'ensemble de tous les facteurs de
u.

5. Soit u une suite. On note £, (u) 'ensemble des facteurs de longueur n de la
suite u et p,(n) le cardinal de £, (u). En particulier p,(0) = 1, car le seul
facteur de longueur 0 est le mot vide.

La fonction p, définie de la fagon suivante :

IN — 1IN

n +— pu(n)

est appelée fonction de complexité de la suite u.

6. Soit u une suite sur un alphabet A, w un facteur de u et x une lettre de A.
x est une extension gauche de w si zw appartient a L(u).
w est un facteur spécial a gauche s’il admet plusieurs extensions gauches.
x est une extension droite de w si wz appartient a L(u).
w est un facteur spécial a droite s’il admet plusieurs extensions droites.
w est un facteur bispécial s’il est spécial a la fois a gauche et a droite.
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7. Une suite u est dite récurrente si chaque facteur de son langage apparait une
infinité de fois.

8. Une suite u est dite binaire si elle est a valeurs dans un alphabet a deux
éléments, c’est-a-dire si p, (1) < 2.

2.2 Quelques propriétés classiques

Soit u une suite binaire. Alors le nombre de facteurs spéciaux a droite pour u de
longueur n est égal a s(n) = p(n + 1) — p(n) pour tout n € IN.
Si de plus u est récurrente, le nombre de facteurs spéciaux a gauche est aussi égal a
s(n) [11].

3 Les graphes de Rauzy

Dans tout 'article, on va avoir besoin d’un outil tres utile, les graphes de Rauzy
[3, 14]. On va utiliser une méthode constructive due a Rote [15] pour décrire ces
graphes, qui nous permettra de donner quelques exemples de suites ayant une
complexité comprise entre n + 1 et 2n.

3.1 Définition

Soit v une suite sur un alphabet A.
Son graphe de Rauzy d’ordre n ou graphe des mots de longueur n, noté ',
est le graphe orienté tel que :
— Ses sommets sont les mots de longueur n de wu.
— Il existe un arc du mot w vers le mot v si et seulement s’il existe a et b, éléments
de A, vérifiant wa = bv et wa facteur de longueur n + 1 de u. On dit que les
deux mots w et v se succedent dans la suite u.
On appelle a I'étiquette de cet arc.
Soit B = (wp, w1, wa, . .., wy) un chemin orienté du graphe I',,. Pour tout ¢ € [1, k],
il existe donc a; et b; dans A telles que w;_q1a; = byw;.
Le mot étiquetant du chemin B est le mot ajas. .. ag.
La longueur du chemin B est |ajas . ..ax| = k.
Prenons par exemple la suite u définie comme ceci :

{oMm
g .

1—20

u=0>°(0) =010010100100101001 - - -

Regardons ses premiers graphes de Rauzy (figure 1). Cette suite est appelée mot
de Fibonacci.

Soit u une suite récurrente et I',, son graphe de Rauzy d’ordre n. Le graphe
orienté I',, est strictement connexe : étant donnés deux sommets quelconques x
et y, il existe toujours un chemin orienté de I',, joignant = a y.
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Fia. 1 — Les premiers graphes de Rauzy du mot de Fibonacci

3.2 Lévolution des graphes de Rauzy

Définitions
1. Soit G un graphe orienté, le graphe dérivé de G, noté D(G), est le graphe
orienté tel que :

— Ses sommets sont les arcs de G.

— Il admet un arc du sommet z vers le sommet y lorsque dans G, le sommet
d’arrivée de I'arc x est le sommet de départ de 'arc y (on dit alors que les
arcs « et y sont consécutifs).

Soit u une suite récurrente sur un alphabet A et I',, son graphe de Rauzy

d’ordre n.

Comme I';, a un arc pour chaque élément de L,.1(u), D(I',) a les mémes

sommets que I',1q. Tout arc de I',; relie deux sommets associés a deux

facteurs w et v de u tels que wa = bv. Ces deux sommets correspondent a

deux arcs consécutifs de I',,, donc ils sont reliés par un arc dans D(I',,). Par

conséquent, D(T',,) contient I',11. Mais D(I',) peut contenir des arcs qui ne
sont pas dans I',, 1. Cela se produit quand wa = bv avec w, v facteurs de u et

a, b éléments de A, mais wa n’est pas un facteur de u. Dans ce cas, le mot ¢ tel

que w = bt et v = ta est un facteur bispécial de u. Le graphe de Rauzy I',,.1

est donc obtenu a partir de D(I',,) par retrait éventuel de certains arcs. Quand

I',, comporte un facteur bispécial w, ce facteur donne naissance dans D(I'),) a

plusieurs arcs (au moins 4) correspondant a tous les couples d’arcs (z,y) dans

I',, tel que w est le sommet d’arrivée de z et de départ de y. Certains de ces

arcs peuvent ne pas figurer dans I',, ;1. Ce phénomene est appelé éclatement

du facteur bispécial w. Quand il n’y a pas d’éclatement, I',, 11 = D(I,).

Si on revient a I'exemple de la suite de Fibonacci, on trouve que D(I'y) = I's,

par contre D(I'y) # 'y apres ’éclatement du facteur bispécial 0 (il manque

I'arc qui relie le facteur 00 a lui-méme).

2. L’évolution d'un graphe de Rauzy I, est l’ensemble ordonné
{Th+1,Tnto, Tnys, . . .} L'évolution finie entre I',, et 'y, (m > n) est 'ensemble
ordonné {41, Do, ..., D

3. La durée de I’évolution finie entre I';, et ', (m > n) est
T = card{lpi1,Tnio, ..., I} =m—mn.

On dit aussi que I’évolution du graphe I',, donne le graphe I',,.7 apres un
temps 7.
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3.3 Les graphes de Rauzy des suites sturmiennes

Définition Une suite u est dite sturmienne si p,(n) =n+1Vn € IN (voir [4], [5],
[11] pour des résultats récents sur ces suites). Ce sont des suites binaires et, comme
s(n) = p(n+1) —p(n) = 1 pour tout n € IN, elles ont exactement un facteur spécial
de chaque longueur. C’est-a-dire que pour tout n € IN, il existe un seul facteur w de
taille n qui admet deux extensions droites.

Cette remarque et la récurrence des suites sturmiennes impliquent que les graphes
de Rauzy d’une suite sturmienne u ne peuvent avoir qu'une des deux formes repré-
sentées a la figure 2 (voir [3] et plus précisément [5], [7]).

S -
w
= ~

F1G. 2 — Les deux formes possibles des graphes de Rauzy d’une suite sturmienne

La forme F correspond au cas ou I'unique facteur spécial a droite w est bispécial ;
la forme F5 correspond au cas ou ce facteur n’est pas bispécial.

Notation On note Gs(z,y) le graphe de la forme F; ou x et y sont les mots
étiquetant les deux boucles. On suppose toujours que |z| > |y| (figure 3).

Y
Fi1a. 3 — Le graphe G4(x,y)

On note x = xoT1....T |31 et Y = Yoy1....Yjy|—1-

On remarque que Gy(z,y) a |zy| — 1 sommets, |zy| arétes et un unique facteur
bispécial w. xy et yo sont les deux extensions droites de w, donc xy # yo.

Soit I',, un graphe de Rauzy de la suite sturmienne u. Supposons que I';, = G(z,y)
est un graphe de la forme Fy. D(I',) est représenté a la figure 4. C’est un graphe a
n + 2 sommets et n 4 4 arcs.

On sait que ', 41 est un sous graphe de D(I',) et qu’il a n + 3 arcs, donc on
doit enlever 'un des arcs de D(I',,). Les seuls arcs qui peuvent étre enlevés sont les
deux arcs verticaux (sur la figure 4) étiquetés par z( et yo (on ne peut pas toucher
aux autres arcs, sinon le graphe devient non strictement connexe, ce qui contredit
la récurrence des suites sturmiennes).

Supposons avoir enlevé I’arc zq, alors I’évolution du graphe I';, commence comme
indiqué a la figure 5.
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F1G. 4 — Le graphe D(Gs(z,y))
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F1G. 5 — L’évolution du graphe I';, jusqu’a L',y
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On a donc I,y = Gs(xy,y). On appelle I'évolution entre I'y, et I,y évolution
de type Oy ,.

On aura une évolution similaire dans le cas ot on enleve 'arc vertical yq en
échangeant juste le role des deux boucles x et y, ce qui donnera ', ;| = Gs(yx, ).
On appelle une telle évolution : évolution de type O .

Lemme 1. Soit I, le graphe de Rauzy d’ordren d’une suite récurrente u. Supposons
que 'y, = G4(x,y), alors :

Ol,y(rn) = Fn—i—|y| = Gs(xy7 y)
et
Ol,m(rn) = I‘n—i-|z| = Gs(yl'7l')

Cela veut dire que tout graphe G(x,y) qui subit une évolution de type O,
(resp. O1,) donne le graphe G,(yz,z) (resp. Gs(xy,y)). Si Gs(x,y) est le graphe
d’ordre n, alors Gs(yx, x) est le graphe d’ordre n + |y|.

Définition Une suite u est dite quasi-sturmienne s’il existe des entiers ng € IN
et k> 1, tels que Yn > ng, pu,(n) =n+ k.
Les graphes de Rauzy d’une suite quasi-sturmienne, a partir du rang ng, ont les
mémes formes F; et Fy que ceux des suites sturmiennes, et suivent des évolutions
de mémes types O, et Oy .

Soit u une suite récurrente, et n un entier tel que p(n + 1) — p(n) = 1. Comme
pour une suite sturmienne, le graphe I',, est de I'une des formes F; ou F5. Un tel
graphe est appelé graphe sturmien.

4 Les graphes de mots des suites notées u;

Définition
1. Appelons suite de type u, toute suite binaire u qui vérifie :
(a) VneIN,n+1<pn)<an+loul<a<?2.
(b) Yk, 3n, p(n) > n+k.
(c) u est récurrente.
La condition (b) sert a exclure les suites sturmiennes et quasi-sturmiennes.

Lemme 2. Soit u une suite de type us, il existe une infinité de n € IN tels que Ty,
est de type Gy (i.e, de la forme F}).

Preuve La preuve est divisée en deux étapes : dans une premiere étape, on montre
que pour tout m € IN, il existe n > m tel que s(n) = p(n+1) —p(n) = 1 et dans une
seconde étape, on montre que pour tout n € IN vérifiant s(n) = 1, il existe k € IN
tel que I'y,4x est de type Gi.

1. Par contradiction, supposons qu'il existe m tel que s(n) > 2 Vn > m. Alors
p(n) > p(m) + 2(n —m) Vn > m.
On peut toujours trouver un nombre entier N suffisamment grand et qui
satisfait a I'inégalité N > %_ap(m), et on a alors p(N) > p(m)+2(N —m) >
aN + 1, ce qui contredit les hypotheses.
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2. Soit n € IN tel que s(n) = 1, donc le graphe de Rauzy I',, contient un seul
facteur spécial a droite. Si ce dernier est un facteur bispécial, alors I',, est de
type Gy, sinon I'), est de la forme Fy. Soit k la longueur du chemin orienté
reliant le facteur spécial a gauche et le facteur spécial a droite du graphe I',.
D*(T,) est un graphe de la forme Fj, et comme I',,;; est un sous graphe du
D*(T,), alors T,y = D*(T,,) (car on ne peut enlever aucun arc du graphe
D*(T',,)), donc il existe k € IN tel que ',y est de type Gi.

Remarque Soit I',, un graphe de la forme F, d’une suite récurrente wu, alors
o1 = D(Ty,).

Dans ce qui suit, on va étudier I’évolution des graphes de mots entre deux graphes
de type Gy consécutifs.

Soit I';, = Gs(z,y) un graphe de mots de type G5 d’une suite infinie u, le facteur
bispécial de ce graphe va subir un éclatement. D(T',) est le graphe représenté a la
figure 4. Pour obtenir I';,41, on peut enlever zéro, un ou deux arcs parmi les deux
arcs verticaux étiquetés par xg et yo. Si on enleve les deux arcs, I',41 est un cycle
donc u est une suite périodique, ce qui est exclu. Il reste donc les trois possibilités
représentées a la figure 6.

Gl G2
%
X?(Z"'X|x|-1 O y1 "y|y|-1
Gs
Fic. 6 - T',, 1

Les deux cas {G1,Ga} ont été étudiés précédemment (chapitre 3.3), et on a vu

que G; (resp. Gg) correspond au début d'une évolution de type O, (resp. O1 ).

Dans le cas de Gj, le graphe T',, évolue de I'une des quatre manieres représentées

a la figure 7. Etudions les quatre cas :

— Dans le cas de G, I'yyjyj+1 = D(I'4y) contient 3 facteurs spéciaux a droite,
son évolution va devenir de plus en plus compliquée. En particulier, tous les
graphes entre I', 41 et I, |, contiendront au moins deux facteurs spéciaux a
droite. Cela entraine p(n+|z|+1) > p(n+1)+2|z|, ce qui ne sera possible que
si la constante a est suffissamment grande (rappelons que Vn, p(n) < an+1.)
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FiG. 7 — Evolutions possibles du graphe G3 jusqu’a I'y,yjy41
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Pour ne pas avoir a considérer une évolution de ce type, on va supposer a
suffissamment petit (voir la proposition 3), de sorte que toute évolution de
durée T' > |x| — 1 contiendra un graphe sturmien, ce qui exclut le cas G7.
L’évolution de G, jusqu'a I',; |, se déroule sans éclatement, donc I'y 1 =
D(T,4x) pour tout k compris entre |y| + 1 et |z| — 1. Les graphes de I',4;1 a
[y 4z ont tous exactement deux facteurs spéciaux a droite, donc le cas G est
éliminé comme le cas précédent.

Dans le cas de Gj, on tombe sur un graphe sturmien, qui va donc subir une
évolution de durée |z| — |y| — 1 jusqu’au graphe T',i1, = Gs(y*z, ) (nous
appellerons plus loin cette évolution : évolution de type O,).

Dans le cas de G%, si |z| < 2]y|, alors le cas sera exclu, pour la méme raison
que le cas GY.

Supposons que |z| = kly|+ k" avec k > 1 et k' € IN, alors I’évolution du graphe
G donnera apres un temps |y| — 1 le graphe de la figure 8.

I_
Y y n+2ly|

F1G. 8 — L’évolution du graphe G apres un temps |y| — 1

Le graphe I';, o)y est de la méme forme que I';,; |, donc on va revenir a I’étude
précédente, ce qui veut dire que I'y, o)1 ne va pas étre d’une des deux formes
G et GYy. Si Ty yop 41 est de la forme G, I'évolution va se poursuivre sans
éclatement jusqu’a Iy |q). SiT'pyopy+1 est de la forme G, alors k > 2 et I'y 5y
est de la méme forme que I';,, |y, donc on recommence la méme discussion.
Puisque k est borné, alors ’évolution va donner obligatoirement un graphe
de la forme G apres une certaine durée. Soit m € IN tel que I'yjpp)y41 est
sturmien, alors T, 1, = G5(y"™ ™z, ). On peut voir cela & partir de la figure
8, le chemin reliant le début de la boucle x et le facteur bispécial a pour
étiquette y2, donc si on fait cette opération m — 1 fois, on tombe sur un graphe
de la forme de la figure 8, mais le chemin reliant le début de la boucle = et
le facteur bispécial aura pour étiquette y™. Le prochain graphe (c’est-a-dire
Lytmiy+1) sera de la forme G}, dout Ty = Go(y™ o, x).

Définition Soit m > 1, évolution de T, = Gs(x,y) & Dy = Gs(y™Ha, x)
passant m — 1 fois par un graphe de la forme GY% pour revenir & un graphe de la
méme forme que I', 1|y de la figure 7, puis par un graphe de la forme G’ est appelée :
évolution de type Oy,i1.

Lemme 3. Tout graphe Gy(x,y) qui subit une évolution de type O,,41 donne le
graphe Oy,11(Gs(z,y)) = Gs(y™a,x). Si Gs(x,y) est le graphe d’ordre n, alors
Om+1(Gs(z,y)) est le graphe d’ordre n + |z|.

Cette évolution a également un sens pour m = 0, si on pose

Ol(GS(‘T>y)) = Gs(yl’7l’) = 017I(G8(x>y))'
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Proposition 1. Soit u une suite telle que pour toutn € IN, n+1 < p(n) <an+1,
avec 1 < a < 2.
Si s(n) > 2 pour tout n € [ny,ne[, alors T =mny —ny < %nl.

Preuve

s(n) >2Vn € [ni,n[ = p(ng) —p(ni) > 2(ny —nq)
— ang+ 1> p(n2) > 2(n2 —ny) + p(ny)
= ang+1>2(ny —n1) +pni) > 2ns —2ny +nqg + 1
= ang > 2ng —ny
= n1 > (2—a)nsg
— N2 < 2 i s

Alors T'=ng —ny < (ﬁ —1)ny = %nl

Si en outre, la complexité de la suite est minorée par bn + 1, la proposition 1 se
transforme en la proposition suivante :

Proposition 2. Soit u une suite telle que bn+1 < p(n) < an+1 pour tout n € IN,
avec 1 <b<a<?2.
a—b

Si s(n) > 2 pour tout n € [n1,ny[, alors T = ny —ny < §=,n;.

Proposition 3. Soit u une suite de type us, et soit Iy, = Gs(x,y) graphe de Rauzy
de u de type G4. Soit T la durée d’une évolution finie de I',, dont tous les graphes
Lhi1, oo, oo, Thar ont plus d’un facteur spécial a droite.

Sia< 3 alors T < |z|—1.

Preuve D’apres la proposition 1, on a T' < =X (n + 1). D’autre part, p(n + 1) =
lz|+ Jy| et n+2 < p(n+1) donc n < |z|+ |y| — 2, dou T < &= (|z| + |y| — 1).
On a supposé que a < %,
T<3(lz)+yl=1) < o[ =5 (car |z
T<|z|—1

donc % < %, ce qui nous donne l'inégalité
| > y|), et puisque T est entier alors

Lemme 4. Soit u une suite de type us.
Sia < 3 alors s(n) = p(n+1) — p(n) < 2 pour tout n € IN.

Preuve On va montrer que, dans 1’évolution entre deux graphes de type G
consécutifs, aucun graphe n’a plus de deux facteurs spéciaux a droite.
Soit I';, = Gs(x,y). Si I'hy1 est un graphe sturmien, on a vu que I',, subit une
évolution de type O;, ou Oi, jusqu'au prochain graphe de type G, et tous les
graphes d’une telle évolution n’ont qu’un seul facteur spécial a droite.
Si I',,41 n’est pas un graphe sturmien, a priori les quatre cas de la figure 7 sont
possibles. Mais les cas G et Gf sont exclus par la proposition 3, et les cas G% et
G, donnent des évolutions de type O,,4+1, dont tous les facteurs ont au plus deux
facteurs spéciaux a droite, ce qui acheve la preuve.

[
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Notons G(x;,y;) les graphes de type G5 non triviaux d’une suite u de type us,
de sorte que Gs(z1,y1) est le premier graphe de type G non trivial et Gs(zit1, Yit1)
est le graphe de type G5 qui succede au graphe Gg(x;, ;).

Théoreme 1. Soit u une suite de type us.
Sia < % alors le graphe Gs(Tiy1,viv1) (i > 1) vérifie Uune des deux égalités
sutvantes :
Tnpr = T [ Ten =y,
Yn+1 = YUn Yn+1 = Tn

oum > 0.

Preuve La preuve est immédiate a partir du lemme 4. Le fait que s(n) < 2 interdit
Iapparition des graphes G et G, et toutes les évolutions entre deux graphes de
type G5 consécutifs sont donc de type O; (= O1), O1,4 ot Oppi1.

n

Proposition 4. Le seul graphe de type Gs(z,y) avec |x| = |y| d’une suite u (définie
sur {0,1}) de complezité p(n) < 2n pour tout n > 1 est le graphe trivial G4(1,0).

Preuve Par contradiction, on suppose qu'’il existe un graphe I',, = Gs(z,y) avec
|x| = |y|; soit w le facteur bispécial de ce graphe. Il est clair que le mot w est un
suffixe des deux mots wx et wy. Si |z| = |y| < |w|, on conclut immédiatement
que z = y, ce qui est exclu car leurs premieres lettres son différentes (cf. 3.3).
Sinon |z| = |y| > |w| + 1 = n+ 1, et comme p(n) = |z| + |y| — 1 alors p(n) >
(n+1)4 (n+1) — 1 = 2n + 1. Par hypothese, cela n’est possible que si n = 0, et
alors le graphe Gs(z,y) n’est autre que G4(1,0).

n

5 Construction de suites u;,

Dans ce chapitre, on va essayer de construire quelques suites ug et regarder s’il
est possible de les exprimer comme un point fixe d’une substitution.

5.1 Exemple |

Soit le graphe I',,, (n; est la longueur correspondante) défini comme ceci : Iy, =
(01.2.02)(Ty,,), out Ty, est le graphe :

010 100 [

100~ 0 0
A

l <
001 5 1

F1G. 9 — Le graphe I'y,

Remarquons que ng = 3.
Notons I'”? = Oy(T'y,,) et L = G(10,0). On a donc Iy, = Oy (I, ) pour tout

Tit1
i. La figure 10 montre I’évolution de type Oy entre I';,, et I7 .
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0

100 o
=G 5(010,10) 1< T 010‘/:'101
001/’0/' 1

o
= oo

10100

01001\

- T
rno +2 00100 01010 10101

10010/;, 00101

< 01010%1— 001010 <> 100101 ~ / 001001
0

010010 1

101010? 010100T> 101001/0( \0‘1001
= GS (1010010,010)
F1G. 10 — L’évolution de type O, entre Iy, et I'

Notons u,; toute suite dont les graphes de mots de type G sont les I'y, et I'yn.

On va décrire la complexité des suites ug;, et en déduire les limites inférieure et
supérieure de @. L’idée ici est de calculer la durée des évolutions entre I'y, et 'y

et entre I, et I’

Mit1 "

Notons I'y, = Gs(zi,yi) et I, = Gs(a7,yf). I}, = Oa2(Ly,), donc, d’apres le
lemme 3 :
x;/—i-l - yz T
yz—i—l = Ty

" _
et I'ip1 = O1,(I',,) donc, d’apres le lemme 1 :
I/ " _ 2
Tit1 = Y1241 = TiY; Ly
" 2
Yit1 = xz—i—l Yi Ty
Niy1 = Ny + |5Ez+1

On peut en déduire que :

[zi1| = 2|2i] + 2|y
[Yir1| = |25 + 2|y
nit1 = ni + 2|z;| + 2|y

<||§§||>:<f 3)%5&')”‘@'(3)

Soit :
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{ i = a2+ V2)' + B(2 = V2)
il = &/ (2 +V2)' + 3'(2 = V2)'
ou A\ = (2+ \/5) et Ay = (2 — \/5) sont les deux valeurs propres de la matrice A et
a=34V2 f=3-V2, o/ =1+32 g =132

Puisqu’on applique I'évolution O sur le graphe I',,, = Gs(z;,v;), alors ce dernier
subit un éclatement fort et I’évolution entre I';,, et I';,, 4y, ne contient que des graphes
ayant deux facteurs spéciaux a droite. Apres, on tombe sur des graphes ayant juste
un seul facteur spécial a droite jusqu’a I'y,,,, et Iévolution entre Iy, 4y, et T
dure un temps nis1 — (n; + |yi]) = 2] + [yl

Notons n} = n; + |y| (sii > 1, n; <n) <nf,). Le schéma de la figure 11 donne
I’allure de la fonction de complexité des suites u.

Mit1

p(n+1)

-
L2 x|+ ]y
,,,,,,,,,,,,,,,, i 1 1
:rni !
oyl
_—
! n
n; n

i M1

Fi1G. 11 — La complexité des suites ug

Nous utilisons le résultat d’analyse suivant :
Proposition 5. Si (u,) et (v,) (n > 1) sont deuz suites numériques telles que

Z]’:l Ui

limy, oo Uy, = +00 et lim,,_,o Z—: =a >0, alors lim,_ S = o.
j=1

P(”Hl))
ni+1

La limite inférieure (resp. supérieure) de @ est lim, , 2ntd) (resp. lim; o

00 T+

Comme indiqué sur le schéma (figure 11), on a :

i — 1y = 20z + |yl + |Yis|
P(n;ﬂ +1) — P(n; +1) = 2z + |yl + 2|yis]
niy1 — i = 2|xg| + 2|y

p(nip1 +1) —pn, +1) = 2|z;| + 3|y
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i—1
Done Tm2® — T, 204D _ g, et =p(nptl) e 20ymg By #)—p(ni+1))
onc im*== = lim; oo =7 = lim; oo —— = lim; oo = -
i Y Z]-:o(”j+1_”j)
D’autre part
lim n/,, —n/, = +o0
oo It J
- p(j)—p(nf) _ 4. 20z +Hy; [ +2lyi1] Y V3
et lim;_,o AT lim;_,o e e el = L+ oo = lh=1+% ~1,47.

Alors d’apres la proposition 3

P _ gy 2]+ 1yl 4 20y

] m
no oo 2lz| 4+ |yjl + |yl

:ll ~ 1747

On peut en déduire que Ve > Iy, Ing tel que Yn > ng, p(n) < cn.

De la méme maniere, on trouve

e ) i patl) g 20zl 3lyl oy 10 o Yy g 142

lim P = limy o el = lim; o Mool = 1+ 2(a+a/) =1y = 5= ~1,21
Soit u la suite définie par v = lim; .o 7; = lim;_.o y;, ;. Cette limite existe pour

les deux motifs suivants :

lim; o0 |£Ez| = 400
Vi € IN, x; est un préfixe de x;11
Définissons le morphisme o par ¢(0) = 010 et o(1) = 1010. En utilisant les deux
relations de récurrence suivantes :

wly = 2Py

Yl = o'l
yo =0, 25 =10
on peut démontrer que vy, ; = o(y)) et z},, = o(x}) Vi € IN, et ainsi u est 'unique
point fixe de ¢ commencant par 0, ce qu'on note u = ¢*(0). Donc la suite u est
un exemple de suite de type ug; qui peut étre obtenue comme point fixe d’une

substitution.

Remarque Pour les suites de type us, on a m% > %, bien que les seules

évolutions entre graphes de type Gy soient de type O, ou O,. La réciproque du
théoreme 1 est donc fausse.

5.2 Exemple ll

(Cet exemple est indépendant de 'exemple I)

Soit [ € IN fixé.

Soit le graphe I',, défini comme ceci : Iy, = Gs(x;,y;) = (OlLy.Og)i(FnO ) et
[, = G5(10,0) le graphe représenté a la figure 12.

Notation Notons us toute suite dont les graphes de mots de type Gy sont les
an OQ(F”1)7 OLZ/(OQ(FW))? Ty Oll,_yl(OQ(Fm))
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F1G. 12 — Le graphe I,

Comme on a falt pour le premier exemple, on va chercher les limites inférieure
et supérieure de £ ) pour les suites use. Le graphe I',, vérifie :

2 l+1
Tit1 = Y; T

Yiv1 = xz
Niy1 = ni + (1 4+ 1)]24]

Donc '
il 10 Yol
D’ou
{ || = Q(M)i +5(M)i
i 2 2
Avec A\ = (%), Ay = (%) les deux valeurs propres de la matrice
(A =12+ 2] + 9 est le discriminant de la matrice) et a = 1 + l+3, B=1-— H\/_§>

a/:l+3_l ﬁ/:l‘i‘l_—?)
s tom P =550 |
L’évolution entre I',; et ', |,,| ne contient que des graphes ayant deux facteurs
spéciaux a droite, tandis que 1’évolution entre I, 4, et I’ ne contient que des

graphes sturmiens.

Mit1

Notons n, = n; + |y;|. Le schéma de la figure 13 nous donne l'allure de la
complexité des suites ugo. '
e i ) 23';3“’5”4““)"’5”9“” .
¢ Z (nﬁ—l n])
. D) zjl=lys 142yl _ _ 51+vVA+9
limy; oo (l+1)|;j|—|§j|+|y]-f11| =1+ (l+2) =1+ szt
i—1
( ) p(ni+1) Yo @it )=p(n+) L ) ey |
e e T B e B VR
1+ (l+1)a =1+ (l+1)(\/K+l+1)‘
1 1
On remarque que hmp(”) 1~y hmp(”) 1~ Tk On en déduit que

et
si [ est tres grand alors la complexité p(n) est tres proche de n+ 1.

,—\N

En définissant le morphisme § par 6(0) = 10 et §(1) = 00(10)!, on trouve que
Yir1 = 0(yi) et xi41 = d(z;), Vi € IN. La différence entre cet exemple et I'exemple
précédent est que y; n’est pas un préfixe de y;,1 dans ’exemple II, ce qui va empécher
I’existence de la limite lim; .., y;. Par contre, on peut démontrer par récurrence que y;
est un préfixe de y;, 2. Définissons maintenant la suite v comme ceci : v = lim;_, o0 Y2;.
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p(n+1)

n; n ‘ni+1
Fi1G. 13 — La complexité des suites w4

Cette limite existe pour les deux raisons suivantes :

lim; |y21| = 400
Vi € IN, y9; est un préfixe de yo; 10

On a yoi2 = 6%(y;), Taire = 0%(xa;), Vn € IN et v = lim; o y2;. Ainsi v = (62)*(0).
Donc la suite v est un exemple de suite de type us qui peut étre obtenue comme
un point fixe d’une substitution.

Remarque Pour [ = 0, §%(0) = 0010 et §%(1) = 1010, et on retrouve l’exemple
présenté par G. Rauzy dans larticle [14].

Théoreme 2. Pour tout nombre réel a, a > 1 il existe une suite u telle que :

1< i P
n n

Preuve On prend l'exemple ci-dessus avec [ suffisamment grand pour que

1+m§a.

Il nous reste a démontrer que li_rn@ < Tm2®™ . On a

. p(n) _ w—p(n) o/ a
lim——= < lim——~ <=
e ey (l+1)a<(l+2)a—0/

— (I+1)a?=(+2)ad +a”>0
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car (I +2)a—a’ > 0).
Considérons le polynéme X (o) = (14 1)a?® — (1 + 2)aa’ + o

/

Q

X(a)=0<=a=d oua=

[+1

Pour arriver au résultat désiré, on va démontrer que v > o/ > 0, c’est-a~dire que «

est hors de I'intervalle délimité par les deux racines o' et ;55 =g

1. Il est immédiat que o > o/ car a — o’ ——+3(i;r—1 >0VielN

2. On démontre que o > 0 :

1 3-1
o >0 = —+—

2\/_—
— VA>1-3 (1)

(a) Sil < 3 alors I'inégalité (1) est satisfaite.
(b) Sil> 3 alors :

(1) <= A>(1-3)?
= PP4+2+4+9>17—-61+9
— 0> -4

et comme [ > 3 alors I'inégalité (1) est satisfaite, donc o/ > 0.

A partir de ce qu'on vient de démontrer, on déduit que o ¢ [li_/l’ o] VI € IN ce qui
signifie que le polynoéme X («) est strictement positif car son coefficient dominant
[ + 1 est positif, ce qui acheve la preuve.

Remarque La propriété lim hmM < MM est en fait une conséquence d’un résultat

p()

récent d’Alex HEINIS [10] : il n’existe pas de suite telle que lim existe est

1<lim? <2

Conclusion Dans cet article, nous avons présenté une méthode générale pour
étudier les suites dont la complexité est majorée par une fonction de la forme an+1 :
elle consiste a décrire tous les types de graphes de Rauzy possibles pour une telle
suite, et toutes les évolutions entre ces graphes. Ainsi, pour a = %, on a vu que les
seules évolutions possibles sont de type Oy, 41 et O ;. 1l serait intéressant d’étudier
les évolutions, plus complexes, qui deviennent possibles pour des valeurs de a plus
élevées.

Cette étude nous a notamment permis de construire des suites dont la fonction
de complexité est aussi proche que l'on veut de n 4 1, tout en ayant hmp ) - 1.
Mais on peut modifier la construction de ’exemple II pour obtenir une suite dont la

complexité est encore plus proche de n + 1, de sorte que lim 2= ( ) — 1, avec toutefois
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limp(n) —n = +oo. L’étude générale des suites de ce type fera l'objet d’un prochain
article.

La réciproque du théoreme 1 est fausse, comme le montre le contre-exemple
construit au chapitre 5 (exemple I). Un nouveau probleme qui pourrait étre étudié
est : quelles conditions faut-il ajouter au théoreme 1 pour en faire une équivalence ?
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