Geénéralisation a C" d’'un théoreme de M.
Jarnicki sur les cellules d’harmonicité

M. Boutaleb

Abstract

In this paper, it is proved that if f : D — D’is a holomorphic homeo-
morphism between two domains D and D’ in C"(n > 2) which commutes
with the Lelong transformation 7T, then f extends to a holomorphic homeo-
morphism f between the corresponding cells of harmonicity H(D) and H (D).
In such way a generalization is given of Jarnicki ’s result obtained in the case
n=1.

1 Introduction etr ésultats

La théorie du prolongement holomorphe dans C" des fonctions réelles harmo-
niques, polyharmoniques, et harmoniques d’ordre infini a été introduite par N. Aron-
zajn [Ar| et M. Nicolesco [N] , généralisée aux solutions d’une équation aux dérivées
partielles a coefficients constants par C.O.Kiselman [K], et développée dans de nom-
breux travaux. Citons en particulier ceux de P. Lelong [L;] [Ls], V. Avanissian [A,]
[As], M. Jarnicki [J], J. Siciak [S]...

On s’intéresse ici au probleme ( résolu dans [J] dans le cas d’une seule variable
complexe ) de savoir sous quelles conditions deux domaines D et D’ de C"* ~ R*?
(n > 2) analytiquement homéomorphes déterminent deux cellules d’harmonicité
H(D) et H(D') qui soient également analytiquement homéomorphes dans C?". Le
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but de ce travail est d’établir un théoreme généralisant le résultat de M. Jarnicki au
cas de plusieurs variables complexes.

Soit D un domaine de R™, non vide, D # (). La cellule d’harmonicité H (D) de
D est la composante connexe de I'ouvert C" — Uyespl'(t) ou I'(¢) est le cone isotrope
dans C" de sommet t : ['(t) = {z € C" (21 — t1)* + ... + (2, — t,)* = 0}. La trace
de H(D) avec R" est H(D)N R™ = D. Dans [L;][Ls] P. Lelong prouve que H(D)
coincide avec ’ensemble des points w de C™ qui peuvent étre joints a un point de D
par un chemin continu vp : [0, 1] — C™ tel que pour tout 0 < 7 < 1:7(2) est inclus
dans D , ou z = (1) = x + iy et T(2) est la (n — 2)—sphere de R", de centre z, de
rayon || v || , ( la norme euclidienne ), et située dans I’hyperplan affine passant par
x et orthogonal a y.

Rappelons d’abord le résultat de M. Jarnicki [J] :

Théoréeme [ J | .Si f: Dy — Dsest un homéomorphisme analytique complexe,
ott Dy, Dy C R%, Dy, Dy # R* et R? ~ C , alors H(D,) et H(D,) sont analytiquement
homéomorphes dans C?. L’application holomorphe J f : H(D,) — H(D5) définie par
w — w' avec :

f(w1 + ZUJQ) — f(@l + Z’UTQ)
21

, flwr +iws) + f(w, + 103) /
wl - Y w2 =
2
réalise cet homéomorphisme.

Le résultat principal de ce travail est :

Théoréme 1 . Soient D et D' deux domaines non vides de C", identifié a
R* n > 2, de frontiéres non vides, (0D # (),0D' # (). Supposons qu’il existe
f: D — D" un homéomorphisme analytique complexe satisfaisant la commutativité
des deux diagrammes suivants :

H(D) D pi—1" D)

r| |7 r| |7

SQn—Q(D) ; SQn—Q(RQn) SQn—Q(RQn) f — SZn—?(DI)

Alors les cellules d’harmonicité H(D)et H(D') sont analytiquement homéomorphes.
L’application holomorphe H(D) — C?" réalise cet homéomorphisme.

Notamment, toute translation réelle, homothétie, et isométrie vectorielle du groupe
orthogonal O(2n), envoyant D sur D’ est la restriction d’un automorphisme holo-
morphe de C*", du méme type, et envoyant H(D) sur H(D').

2 Reésultats pr éliminaires

Soit € un domaine de R Q # 0,9 # (). A tout z € H(Q), la cellule d’harmo-
nicité de €2, on associe une sphere unique T'(z) € S"?(Q)) = I'ensemble de toutes
les spheres euclidiennes (n-2)-dimensionnelles et incluses dans €). Inversement, a une
(n-2)-sphere incluse dans 2 correspond deux points conjugués de H(€2), de sorte que
I’on peut définir une bijection T : H(Q) /~— S"2(Q) , ot z ~ 2/ signifie z = 2/ ou
z=2z.
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L’espace R™ étant considéré comme sous-espace fermé de C", soit F' une trans-
formation continue de C™ vers C™ qui laissent invariant R™. A tout chemin de Lelong
L = Agn, décrit plus haut, on définit le chemin de Lelong image £ de L par F' : L’
= Ygn = F' [yrn], de maniere que pour tout w € C" et a € R" on ait :

F(w w
’C, = EFEQ)),RH = F[ a,R"]‘

Dans ce qui suit nous faisons constamment le prolongement holomorphe : (D, f) —
(D, f) , ot D est un ouvert de R" = {x +iy € C";y = 0} ( pour la topologie induite
sur R"™ par celle de C" ), f une fonction analytique (réelle) sur D, D un ouvert de C"
dont la trace sur R™ est D, et f est la fonction holomorphe sur D dont la restriction
f | D aD coincide avec f. Remarquons que si D est connexe, le domaine D T'est
aussi; on note D par DY.

Concernant les domaines réels nous avons :

Lemme 2.1. L’espace R?" étant identifié 4 CP,p > 2, a tout couple (9, f) ot Q
est un domaine non vide de C?,0Q # ), et f : Q@ — C  une fonction holomorphe
sur €2, on peut associer un couple (Q,f) ot Q est un domaine de C? contenant
H(?), la cellule d’harmonicité de 2, QN R¥ = O, et f une fonction holomorphe sur
Q telle que f |o= /.

Démonstration. De I’holomorphie de f = u + v sur 2 C CP, on déduit que u
et v sont des fonctions réelles pluriharmoniques sur 2 C R? :

0%u 0%

wo€CR(D) et e = G

=0 dans €, 1<m,k<p.

D’ou en particulier : Au = 422:1% =0et Av = 42:1:1 azfi;}m =0 (1)

e De l'analyticité réelle de u et v dans €2 , on déduit 'existence de deux domaines
Qv , Qv C C? et deux fonctions holomorphes 4, © sur Q* et QY (respectivement)
telles que QN R? = Q'NR* =Qetu | Q=u,v| Q= v. En posant W = Q¥
N QY, on obtient encore un ouvert de C? dont la trace sur R* est . Notons
Wy la composante connexe de W contenant €2 et montrons qu’en fait W, contient
également la cellule d’harmonicité H(2) de €. En effet :

e D’apres [Lsy], la cellule d’harmonicité H(£2) coincide avec I'intérieur du plus grand
ensemble de C? ( au sens de I'inclusion ) dans lequel toute fonction appartenant a la
classe Ha (2) , des fonctions harmoniques réelles sur €2, s’étend holomorphiquement
dans C? :

H(Q) = [mheHa(Q)Qh}o (2)

En outre, comme 2 C CP ~ R? avec 2p > 4, alors par [Ay] (p.133) et les égalités
(1) ci-dessus, les fonctions harmoniques réelles u et v se prolongent dans C* en @
et v, des fonctions ( uniques ) définies et holomorphes sur H(£2). Puisque H(2) est
tout comme Q¥ et Y aussi un ouvert connexe dans C*contenant €, alors I’égalité
(2) entraine a fortiori les deux inclusions : Q" D H(Q) et Q¥ D H(); et par suite
H(2) € W . Rappelant que H(Q)N R = Q et que Wy D Q, on déduit que H(S)
C Wy. Posant Q= Wy et f = u + 1 v, on obtient le résultat. [
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Soit maintenant une transformation analytique réelle g = (g1, ..., g,) : D — R™,
ou D est un domaine non vide de R™. Si D% est le domaine ( maximal au sens de
I'inclusion ) de C™,j =1,...,n, D% NR" = D, et g; le prolongement holomorphe de
g;j au domaine D% alors en procédant de maniere analogue au lemme 2.1, il existe
un domaine DY de C" contenant D et une transformation analytique complexe
g : D9 — C" dont la restriction a D coincide avec g.

Considérons alors une transformation f: D C R® — D’ C R", bijective bianaly-
tique réelle. Les conditions de son prolongement holomorphe aux cellules d’harmo-
nicité de D et D’ se déduit du lemme suivant :

Lemme 2.2.
Soient D et D' deux domaines non vides de R",n > 2, avec 0D # () et 9D’ # 0.
Supposons qu’il existe un homéomorphisme analytique réel f : D — D’ satisfaisant :
(i) f=1 est analytique sur D',
(ii) Df > H(D) et D™ > H(D'),
(iii) Pour tous w € H(D) et w' € H(D') on a :
T(f) )] =fIT@w)] et T @) =T[(f7) W)

Alors f est un homéomorphisme holomorphe envoyant H(D) sur H(D').

Démonstration. Avec les notations précédentes nous avons :

e D’une part, du fait que 'application f : D — D’ est analytique sur D, il existe
un domaine D/ C C* tel que D/ NR"™ = D et une application analytique complexe
f : D¥ — C" qui prolonge f a C". D’autre part, puisque par (i) sa réciproque f~lest
supposée également analytique, nous avons une application holomorphe (f~!)~
(D) — €, avee (D)) c € (D) T NRY =D/, et
(fH)7 | D' = f~'. Grace au théoréeme d’unicité du prolongement holomorphe dans
C", appliqué & f~to f = 1Idp et fo f~t = Idp/, on prouve que 1’ homéomorphisme
donné f : D — D' %étend en un homéomorphisme analytique complexe f : D/ —
(D™, avee (f~1) = (f~)7" . Par (ii), les applications f et (f~!)~ sont définies
sur H(D) et H(D') respectivement.

e Montrons qu’en fait on a : f [H(D)] = H(D'). En effet, par [L;] (voir aussi [Ay]
p.73 ), tout point w € H(D) peut étre joint & un certain point ¢ € D par un
D-chemin de Lelong L , completement inclus dans H(D), i.e :

wp 1 10,1] — C" est une application continue telle que L ,(0) = w , LY p(1) = a
et Up<r<1T[Ly p(7)] C D. L’application composée : 7+ 7' (1) = f[ (?;),D(T)} est un
chemin continu qui joint ~/(0) = f[ Z’iD(O)} = f(w) € (D))" au point v/(1) =

f[ Z’,D(l)] = f[ Z‘iD(l)] = f(a) = f (a) € D'. Pour montrer que ' est aussi un D'-
chemin de Lelong nous écrivons : T'[7'] = Up<,<1T [¥ (7)] = Up<r 1 T{f [EZD(T)]},
puis utilisant égalité (de gauche) donnée dans (i11), nous obtenons : T{f [ . D(T)}} =
RVA { ZD(T)}} pour tout 0 < 7 < 1. Ainsi, T'[7'] = f{Uo<r<1T[Ly p(7)]} C f(D) =
D', et par conséquent f (w) peut étre joint & un point de D’ par le D’-chemin de
Lelong v/ = ﬁfg;‘}){[), Dot : f (w) € H(D'); et par suite : f[H(D)] € H(D").

e Un raisonnement similaire appliqué & f~! permet d’obtenir I'inclusion inverse

grace & la commutativité de T avec (f~')” donnée par 1'égalité de droite dans (iii)
"
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3 Démonstration duth éoreme 1

e Si D et D sont regardés en tant que domaines de R?*" alors f est un
homéomorphisme analytique réel de D sur D’ . En outre, 'application réciproque
f~1 étant holomorphe sur D' C C" ~ R?", f~! est aussi analytique réel sur D’;
ainsi f satisfait (i) du lemme 2.2 . Pour prouver (ii), nous écrivons f = (f1,..., fu),
2 = (21,..,2n) € D, zj = x9j_1 + ix9;, fj = uj +iv;, ou j = 1,...,n. Comme f
est holomorphe sur D, pour tout j = 1,...,n , les composantes u; et v; sont des
fonctions pluriharmoniques sur D. Par application du lemme 1, aux n composantes
holomorphes fi, ..., f, de f, sont associés 2n domaines D%, D% dans C?" et 2n
fonctions uq, ..., Uy, U1, ..., U, qui sont respectivement holomorphes sur D1, ..., D%,
Dt ..., D tels que DN R* = DN R* = D et u; | D = uj, v; | D = v;. Posant
W; = D"ND"% et W :ﬂ;lzl W, , on obtient : WNR** = D. Raisonnant comme dans
le lemme 1, nous avons, grace a I’harmonicité réelle des u; et v; sur D, les inclusions
D% D H(D) et D% D H(D); par suite : pour tout j =1,...,n, on a H(D) C W; et
H(D) C W. De méme, comme 'ouvert W peut ne pas étre connexe, nous prenons
la composante connexe Wy contenant H (D) . Par conséquent, de I'application holo-
morphe donnée f : D — D', nous avons construit une autre application holomorphe
f: Wy — C>* avec WOHRQ” D, f|D=f Wy>H(D) et f=(uy,01,.., 0, o).

e La méme construction appliquée & h = f~! : D’ — D donne un domaine W}
dans C2, avec W D H(D'), W,NR?** = D' et une application holomorphe h : W —
C*" qui prolonge h dans C**. Grace au théoréme général d’'unicité du prolongement
holomorphe dans C? (p > 1) des fonctions analytiques réelles sur un domaine de R?
ona:h= (ﬂ_l. Finalement, posant D/ = W, (D’)f1 = W{, nous déduisons que
f satisfait aussi (ii) du lemme 2.2. Enfin, la condition de commutativité des deux
diagrammes mentionnés ci-dessus équivaut a (iii).

e Concernant les transformations usuelles sus-indiquées, le tout est de montrer
qu’elles constituent des exemples d’applications f : D — D’ satisfaisant les condi-
tions du théoréme. En effet, si f : R?*™ — R?" est une translation 7, (o € R**), une
homothétie h, (¢t € R*), une rotation p € SO(2n), ou une symétrie orthogonale du
type oo 1 T — (X1, ..., Top_1, —Toy), alors f satisfait (i) et (i i) du lemme 2.2. Par
ailleurs, toutes ces applications s’ étendent en des automorphismes holomorphes de
C?" en posant pour tout w = (wy,...,wa,) = T + iy : To(w) = w + @, h(w) = tw,
p(w) = px + ipy et oop(w) = (wy, ..., Wop_1, —Way,). Il Teste & vérifier que (iii) est
aussi satisfaite ; pour cela, il suffit de remarquer que si w € H(D) on a :

2) € € T [Fa(w)] <= [< £~ (z+a),y >=Oet | E—a—x |=| y|] <= E—ae
T(w) ie. € €1, [T(w)];

b) € € T [h(w)] <= [<&—taty >=0ct || & —tx =] ty |]

=< l-my>=0et| -z |=|y] < ke T(w); ainsi T [h(w)| =
he [T (w)];
c¢) Pour toute isométrie vectorielle f de R?", nous avons les équivalences :
T[f(w} z)+if )] =< f(2),f(y) >=0,[ &= f () 1=l f ) |

[<f (5) z,y>=0 et | [T -z l=llyll] = fT() €
T (x+iy) oué € f[T (w)] Par suite, puisque toutes ces transformations usuelles
commutent avec 'application de Lelong T, les deux cellules H(D) et H(D’) sont
analytiquement homéomorphes dans C?"; plus précisément : 7T, H(D) = H (7.D),
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hH(D) = H (D), pH(D) = H (pD) et 6, H(D) = H (0, D). n
Remarques :

1SiD =o0,(D),ouo,:z€R"— (21,...,0,_1,—%,) est la symétrie orthogo-
nale par rapport a ’hyperplan z,, = 0 de R™ alors la cellule d’harmonicité H(D’)
de D’ est aussi le domaine symétrique de H(D) par rapport a I'hyperplan complexe
w, =0de C*"( wy,..., w,) oUw;=uz;+14y;,j=1,...,n.Deplus, sin =2, nous
observons par un calcul direct que I'extension de Jarnicki J ( définie en section 1)
preserve les rotations, translations, et les homothéties euclidiennes de R2: Jp=p,
JTo = Ta, Jhy = hy, OU p, To, hy sont définies plus haut. Toutefois, concernant oy |
un calcul formel de Joy donnerait :
) N <U2(w1+iw2)+02(wl+im) o2 (w1 +iws)—o2 (W1 +iwz)

5 .

JO'Q . (wl,wg s %

) = (w1, —wy).
Ainsi Joy # 74 ; et par conséquent, le théoreme de Jarnicki [J] ne s’applique pas en
général aux homéomorphismes non holomorphes.

2 L’application C*° oy : z — Z s’étend holomorphiquement aux cellules d’harmo-
nicité en : 9wy, we) = (w1, —wsy) . L’exemple suivant [B] montre que ce n’est pas
toujours le cas. L’application f :x +— s = H:}:fiixm% est un C'*°difféomorphisme de
la boule unité euclidienne B, de R". L’extension formelle F' de f - i.e. celle obte-
nue par substitution directe des variables complexes z1, ..., z, aux variables réelles

X1, .y Ty - est un C'*° difféomorphisme réel envoyant la boule de Lie :

BL={2€ChL) =l 2P+ 2 |* = | 22+ ... + 22 [2]? < 1} = H(B])
sur le domaine suivant U de C" :
U={C=s+it;| CIP<2 (1= [Is?) (1= | £]]*) = < s,t >*> 0}
avec UNR" = B et :

2

F(w) = 0
(1— \ ijlw]z 2

w—zn:(wj)Qw] .
i

Notons que le prolongement F' n’est pas holomorphe sur H(B,) et que : H(B}) # U.

Applications : Détermination de cellules d’harmonicité

Bien que les cellules d’harmonicité soient intimement liées a la complexification
des fonctions harmoniques [L;] [Lo] [S] , p-polyharmoniques ( i.e. APh = 0, p =
2,3,...) [A1] [Ar T L] , ou méme harmoniques d’ordre infini [L3] [A;] i.e :

f € C]EO(D) et thuP SUPzek | A f(ZL') | m

= 0, pour tout compact K C D,

(fonctions initialement étudiées pour des calculs d’élasticité des plaques, cf [N]),
leur utilisation demeure encore relativement limitée vu que ces cellules présentent
I'inconvénient de se préter difficilement au calcul explicite, méme dans le cas du plan
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complexe. En effet, la construction de la cellule d’harmonicité d'un domaine convexe
U de R™ passe par la détermination de trois maximas liés ( [Aq] [C Ja] ) :

HU) ={w =z +iy € C"; max [max <<x+t§>—sup<§,u>> < 0}.

teT(iy) [gesm! uel

Le théoreme de Jarnicki [J], combiné avec sa généralisation donnée par le théoreme
1 (et par le lemme 2.2) peuvent étre utiles dans ce sens :

Exemple 1 : cellule d’harmonicité d’une pyramide (Fig 1)

SN

Fig | Fig.2

Soit IT = TI(S; Py) la pyramide réguliere de R?, de hauteur h, de base un domaine
plan polygonal a n sommets F, ..., P,_1. Grace a une transformation adéquate du
type f 1 x — tAz + a, ot A € O(3), a € R3 t € R*, il suffit de déterminer la
cellule H[IT'(S";wg)], avec S = (0,0, h), et wy = 62271:7T, k=0,1,....,n — 1; ici on fait
Iidentification : R?*(xq, 22) ~ C.

Le plan affine passant par les sommets S’, wy, wr,1 est défini par :

2(k+1
. s 2(k+1 —
n n
x3—h —h —h

Comme n > 2, on a cos = >0; la pyramide II' est alors donnée par :

2(k+1 2(k +1
u—i—h:cgsinujogcosz <hcosz,

I = {xcR*%ax3 >0, hxcos
n n n n

k= 0,1,..,n—1}.

Par [A;] ou [C Ja] , le domaine II" étant convexe, on a :
ze€H(II') <= 2+ T(iy) CIl' <= [z + & € II",VE € T(iy)] < V& € T'(iy)

3+ & >0
h(x1 + &) cos 2 k+1)7r + h(zy + &) sin 2(k+1)7r + (23 + &) cos T < hcos T
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<= [mingep(iy)§s > —3 et maxeepy) < &, Vi > < hcos T,

ou Vi = ( hcos(kL1 h sin @,COS% ). Par utilisation des multiplicateurs de
Lagrange [As], on determlne les extrema de : £ — &3 et £ — < &V, >, ou £ est
assujetti aux deux contraintes : < £,y >=0, || £ || — || ¥ ||= 0. Nous déduisons ainsi

que la cellule d’harmonicité de la pyramide II" s’exprime par :

HAV) = {z=z+1iy e C%us> [y} +y3,

(k+l)7r 4 haysin 2(k+1)

hzy cos + 30087

+\/ h% +cos? T) || y ||> —[hyi cos (k+1)7r + hys, sin (kH)” +y3cos T]2 < hcos T,
k=0,..,n—1}.

Finalement, I'égalité f(II') = II entraine H(II) = FIH(IT")] ot f est Pautomorphisme
holomorphe de C? défini par f(z) = tAz + a.

Exemple 2 Cellule d’harmonicité d'une portion de boule (Fig 2)

Remarquons que si D et D’ sont deux domaines non vides de R"(0D # (),0D" # ()
tels que D N D’ est connexe alors H(D N D') = H(D)NH(D').

Soit Dy ={r e R"; -1 <z, <—h,| x| <1},0<h <1, une portion de la boule
unité euclidienne B], = {z € R"; || z || < 1}. Par un calcul variationnel usuel on ob-
tient directement H(Dj}) ; puis translatant D} de vecteur a = (0,...,0,1+ h) € R™,
nous trouvons H(7,D}'). Prenant en particulier n = 3 et appliquant une rotation pg
a 7,Dj nous obtenons la cellule d’harmonicité de D} . o = pp7a Dy -

H(D;,9) = {z=z+iye C’uxysinf — (x5 —r)cosf < \/yl + (y2 cos € + y3 sin )2
< \/y1 + (yo cosl + ys3sinf)? <1 — h+ x9sinf — (z3 — 1) cos b,

lz—clP+llylP+2/lz—clPlylP - <z—cy>> <1}
ou ¢ = (0,—sinf,r + cosh).
Enfin, on trouve : H(D}) = p=p T4 H(D?{,r,e)-
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