Algebres de von Neumann finies ayant la
propriété de Haagerup et semi-groupes
L?-compacts
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Abstract

The goal of this note is to characterize Haagerup property for finite von
Neumann algebras in terms of ||.||2-continuous semi-group of completely posi-
tive L2-compact maps. The generator of this semi-group could be interpreted
as an analogue for von Neumann algebras having the Haagerup property of
a proper conditionally negative definite map on a group having Haagerup

property.

1 Introduction

Un groupe discret I possede la propriété de Haagerup s’il existe une suite (®y,),>1
d’éléments de Co(I") normalisés (i.e. ®,,(1) = 1), de type positif, qui converge (ponc-
tuellement) vers 1. De maniére équivalente, un groupe I' a la propriété de Haagerup
il existe une fonction ¥ : I' — R* conditionnellement de type négatif propre (i.e
lim, . % (g) = 00). Pour de plus amples informations sur la propriété de Haagerup
pour les groupes localement compacts, on pourra se référer a [2].

Dans [3], M.Choda a observé qu'un groupe discret I' a la propriété de Haagerup si
et seulement si l'algebre de von Neumann L(I") du groupe admet une suite (®,,),>1
d’applications completement positives telles que

- 70®, <7 et @, s’étend en un opérateur compact sur (2(I") (7 désigne la trace

canonique sur L(I")).
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- Pour tout x € L(T), ||®,(z) — z||2 tend vers zéro lorsque n — oo.

Or, certaines algebres de von Neumann qui ne sont pas nécessairement des algebres
de von Neumann de groupes partagent ce type de propriété : c’est le cas par exemple
des facteurs de Popa obtenus par sommes amalgamées dans [8], ou encore des
algebres de von Neumann AFD (voir [1]).

D’ou la définition :

Définition 1. Soit M une algebre de von Neumann finie a prédual séparable. Soit T
une trace finie, normale, normalisée et fidele sur M. M a la propriété de Haagerup
par rapport a T s il existe une suite (9,),>1 d’applications complétement positives
de M dans lui-méme telles que :

i) To®, <71 et®, est L*-compacte, pour tout n ;

ii) pour tout v € M, ||®,(z) — z||2 =0

A priori cette définition dépend du choix de la trace 7, mais il n’en est rien. P. Jo-
lissaint montre dans [4] que si 7 et 7/ sont deux traces finies, normales, normalisées
et fideles sur M, alors M a la propriété de Haagerup par rapport a 7 si et seulement
si M a la propriété de Haagerup par rapport a 7’.

On observe que, si I' a la propriété de Haagerup, alors il existe sur L(I') un semi-
groupe (0;);~o L*-continu d’applications complétement positives sous-traciales (7 o
0; < 7) L?-compact. En effet, si 1 est une fonction sur I' & valeurs réelles posi-
tives qui est conditionnellement de type négatif et propre, alors 1’égalité 6,(A(g)) =
exp(—t(g)) - A(g) définit un semi-groupe ayant les propriétés requises. De plus le
générateur infinitésimal de ce semi-groupe est donné par l'opérateur de multiplica-
tion par ¥. On peut donc le comprendre comme un analogue sur 'algebre de von
Neumann de I" de la fonction conditionnellement de type négatif et propre, .

Le but de cette note est de montrer que, si une algebre de von Neumann finie M a la
propriété de Haagerup, alors il existe un semi-groupe d’applications completement
positives qui réduisent ou préservent la trace, ||.||o-continu et L?-compact.

Notre construction du semi-groupe (6;);>0 est adaptée de [5], ou auteur construit
un semi-groupe fortement continu sur une C*-algebre séparable ; nous présentons ici
une preuve détaillée de la construction pour le confort du lecteur.

2 Préliminaires

Introduisons quelques notations. M désigne une algebre de von Neumann a prédual
séparable ; lorsque M est finie, nous noterons 7 une trace finie normale normalisée et
fidele sur M. L*(M, 1) est I'espace de Hilbert standard associé a 7 par construction
GNS et nous désignerons par & le vecteur cyclique de L?(M,7) qui implémente
la trace 7. Pour # € M, la norme ||z||s est égale a ||z&y|| 2. Toute application
® : M — M complétement positive normale réduisant la trace (i.e. 70 ® < 7)
s’étend alors naturellement en un opérateur contractant Ty sur L*(M,7) en posant
To(xéy) = ®(2)&, Vo € M. Enfin, M; désigne la boule unité de M pour la norme
d’opérateur.

Avant d’énoncer le théoreme principal, nous aurons besoin des résultats préliminaires
suivants :
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Proposition 1. [// Soit M une algébre de von Neumann finie ayant la propriété de
Haagerup par rapport a 7. Alors il existe une suite (¢n,)n>1 d’applications compléte-
ment positives sur M satisfaisant :

(i) Top, =71, ¢(1) =1 et ¢, est L?>-compacte pour tout n > 1.

(ii°) pour tout x € M, ||¢pn(x) — z||2 — 0 lorsque n — oo.

Proposition 2. Soit M une algébre de von Neumann finie, munie d’une trace nor-
male, finie, fidéle normalisée T, et soit ® : M — M wune application complétement
positive, normale, telle que T o ® < 7. Alors il existe une unique application linéaire
&* . M — M telle que :

(i) T(®*(x)y) = 7(xP(y)), pour tout x,y € M ;

(i1) ®* est complétement positive ;

(11i) 7o ®* < ||D(1)||7 et en particulier ®* est normale ;

(iv) le prolongement Ty« de ®* o L*(M, 1) satisfait Te = (Ts)*.

Preuve :

L’unicité de ®* suit immédiatement de (7). Démontrons alors 'existence d’une telle
application :

Fixons x € M et définissons la forme sesquilinéaire o, : M&y — M¢&q par : 0,.(y&o, 2&0)
= 7(x®(yz*)). On a alors l'inégalité, pour tout y,z € M :

|72 (480, 260)| < 2[z[[[lyll2]l2]l2- (%)

En effet, supposons d’abord que x = x* et que y = z. Ecrivons = x, — x_ avec
r_,xp € My, zix_ =0, [[zg| < |z]; on obtient :

o2 (€0, y&o)| IT(x1@(yy™)) — 7(z_P(yy")|
max{7(zP(yy")), T(xz_P(yy"))}
[2||lT(@(yy™))

I ly13-

IA N IA

Ensuite si x = x* et si y, z sont arbitraires, on vérifie sans peine que

02 (Y€, 260) = 02(2&0, ¥&o)

et donc

IRe(0,(yo, 280)) = 0a(yo, 2E0) + 02(2E0, yo)

= 5 loulubo + 260, o + ) — 0u(yo — 260, Yo — 260)]

par polarisation. Il vient :
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1
[2Re(0(y60, 260))l < Sll=llClly + 205+ lly — =[15)
(I Cllyll3 + 11=112)

Ainsi, [Re(o(y8o, 280))] < Izl st [[yll2 [zl < 1, donc [Re(o:(y&o, 26))| <

[zl lyll=llz]2- |
Or, il existe 6 € R tel que e’aax(ygo, 2&0) = |oa(y&o, 2&)], et donc :

|72 (Y60, 260)| = 02(eyéo, 2&0) = Re(oa(e”yéo, 260)) < [l2llllyll=ll=]l2

Enfin, si # € M est quelconque, x = x1 + izy avec x] = z;, ||;f| < ||zf, (¢ =

1,2). Ainsi |02 (ySo, 260)| < [0, (460, 280)| + [0 (Y0, 280)| < 2[|z[[[yl2llz[l2; ce qui
démontre (*).

Puisque o, est une forme sesquilinéaire bornée sur M¢&y x M&q, elle se prolonge
contintiment a L?*(M,7) x L*(M,7) et elle définit un opérateur borné ®*(x) sur
L*(M,T) caractérisé par

< O (x)yolzbo >= T(2P(yz*)), Vy,z € M (*F)
Vérifions que ®*(x) appartient & M : pour cela, il suffit de montrer que :
< O (z)Jw* Jy&p|z& >=< Jw* JO* (x)y&o|z& >
pour tout y, z,w € M (ou J est défini par J(x&) = 2*&). Or

< O (x)Jw  Jybolz§o > = < P (x)ywo|z& >
= 7(z®(ywz"))
= (ﬂf‘l’( (zw")"))

= O (z)yéol JwJ 2&o >
= < Jw*JCD*(a:)y§0|z£0 >

Cela démontre la propriété (i). Démontrons alors que ®* possede les autres pro-
priétés :
(ii) Pour montrer que ®* est complétement positive, considérons i, ..., z,,
Y1, -, Yn €t z dans M :

Z *CID* x ) yiz€o|z€0 > = Z < @*(x;xi)yizfolyjzgo >
2,7=1 i,7=1
= Y (e ®(yiz(y;2)Y))
i=1
= 7( D> ®(yiz(y;z)")x})
3,j=1

> 0
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puisque ® est completement positive.

(iii) On a pour tout z € M :
70 ®*(z'x) = 7(x*zx®(1)) < [|@(1)||7(z"x)
(iv) Rappelons que T« (2&y) = ®*(2)&o, pour tout z € M. Ainsi, si x,y € M :
< T (260)[ySo >= 7(y 0" (x)) = 7(®(y)"x) =< w&o[Ta (ySo) >
Ce qui complete la preuve de la proposition. [

Corollaire 1. Soit M, 7, P et ®* comme dans la proposition et supposons de plus
que |[|[®(1)|| < 1. Alors on a, pour tout x € M :

12 (2) — @[l < 2[l]2]|®(2) — 2|2

Preuve :

[27(z) —zll; = [|@*(@)[)3 + [|=[l2 — 7(2"(2")2) — T(2"®*(2))

2||z]f5 = 7(2"®(x)) — 7(P(z")x)

= 2Re[r(z"(x — ®(x)))]

< 2fzflz]lz — @(2)]l2- .

IN

Corollaire 2. Soit M une algébre de von Neumann finie a prédual séparable ayant
la propriété de Haagerup et soit T une trace sur M comme ci-dessus. Alors il existe
une suite d’applications complétement positives unitales normales ®,, : M — M telle
que

(i) To®, =T et P} =P, Vn>1;
(ii) Ts, est compact, pour tout n > 1;

(1i) pour tout x € M, on a ||®,(z) — x| =0

Preuve :

Observons que si ¢ est completement positive unitale et si 7 0o ® = 7 alors ®* est
unitale et 70 ®* = 7.

Ainsi, si (¢, )n>1 est une suite d’applications completement positives unitales préser-
vant la trace avec Ty, compact et [[¢y(2) — x|z — 0 pour tout z, on pose &, =
3 (Y + 7).

La suite (®,,),>1 ainsi définie satisfait aux conditions (i) — (4i). ]
L’observation suivante est le lemme 2.1 de [5] :

Lemme 1. [ existe une constante universelle K telle que si E est un espace de
Banach et T € B(FE) satisfait ||T|| < 1, alors on a :

|(T = 1d) exp(t(T — )| < K - —

=
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Finalement nous aurons besoin du lemme suivant, inspiré du lemme 2.3 de [5] :

Lemme 2. Soit (xn)n>1 une suite d’applications c.p.u. (complétement positives uni-
tales) préservant la trace, L*-compactes, telles que X © Xm = Xm © Xn, VY1, m. Sup-
posons que le sous-ensemble

F={x €Ml |xn(r) - zll2 < oo}

n>1

soit dense dans M.

Alors il existe un semi-groupe (0;)>o d’applications c.p.u. préservant la trace tel que,
pour tout t > 0, {exp(t(x1+ ...+ xn —nld))}n>1 converge en ||.||2 vers 6;. De plus,
pour tout t > 0, sup,<; [|[(Id — 2(x1 4 ... + xa)0:(2)|l2 "= 0. En particulier, 6,
est L2-compact, pour tout t > 0.

St de plus X} = Xn, pour tout n > 1, alors les éléments du semi-groupe satisfont
0 = 0, pour tout t > 0.

Preuve :

Posons 0] = exp(t((x1 + ... + xn) — nld)), pour tout ¢t > 0 et tout n € N*. Pour
m,n € Nt m > n posons 0, = (m —n)ld — (Xnt1 + -+ + Xm)-

Comme les y; commutent, 0} = 6} exp(—td,.m).

Pour x € F', on a :

107" = 0zl = (167 (exp(—t0nm)z — )2
< t0nm(2)ll2

En effet, les 0} et exp(—td,,,) sont c.p.u. et préservent la trace et on a :

Ld
lexp(~tonm)e —alle = | [ 5 (exp(~tsbum)a)ds]a

1
= H/ - tén,m eXp(—t85n7m)l’ dS”Q
0

< t)f0nm (@) [l2(]] exp(—tdnm)|| + 1)
< 275”(5”’7,1(1’)”2

car exp(—td,. ) est une contraction.

Or,
[0nm(@)ll2 = |I(m —n)Id = (Xps1 + -+ Xm) (@)]]2
= |[(Id = xns1) + (Td = Xni2) + - 4 (Id = xm)](2)]]2
< Y @ —all — 0
i=n+1 ’
carxz € F.

Donc, pour tout x € F, la suite n — 60}'(x) est une suite de Cauchy en ||.||» de M,
(car F' C My). Ainsi, il existe un élément de M, 0,(z), tel que

|- Jim 07 () = 64(a), Vo € F
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Par densité de F', on construit ainsi des applications c.p.u. et préservant la trace,

(0¢)e>0-

On obtient :
10:(x) — [z = [l.ll2- lim [|67 (z) — 2|2
<t e MmO+ - A ) — ndd](2)])2
—50
t—0

car ||[(x1 + - ..+ xn) — ndd](z)||2 est bornée (en effet, pour tout = € F,

NG+t xa) — nId(@) 2 = | kfxxk _ 1))

IN

,i (@) — 2]l
< §|rxk<x>—x|r2<m>.

La propriété de semi-groupe est de plus vérifiée :

Osii(w) = [|-llo- lim 05, (2) = |[.[|- lim 6767 () = 6,6:()

n—oo

Pour n > 0 fixé, considérons la suite (exp(—td,m))msn. Cette suite converge ponc-
tuellement, pour n et ¢ fixés, vers une application c.p.u., que 'on notera 1), ; :
Pour x € M, t > 0 fixés, on a :

[ exp(=t0n,m)(2) = Tns(2)ll2 = 0

n—oo

Montrons que pour tout ¢ >0, n > 0, on a 0, = 0}'T,, ;.

Soit & € M et € > 0; alors il existe un entier m (dépendant de n,t,x,¢) tel que :
o [0,() — 07 @)z < 5

o [[exp(—tdnm)(x) — Thu(z)ll2 < 5

Donc, comme 6" = 0} exp(—td,,m), on obtient :

16:(2) = 6 Tns(@)ll2 < [[0u(2) — 01" () [l2 +

+ (|08 (exp(—t0nm) () — Tos(x))ll2
16:(x) = 05" (2)|l2 + || exp(=t0n.m)(x) = T p(2) ]2
E.

IAINA

Voyons alors qu’il existe une constante K telle que

Biks

1
Il7d =~ O+ xa)0ell Bz <
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Comme T, est une contraction, on a, dans un premier temps :

I[1d — %(Xl + o xa)10l Brzanyy < [[Id — %(X1 + - xa)lOF | B2y -
Posons S, = £(x1 +...Xn). On a : 0 = exp(nt(S, — Id)) et donc :

1 n
ll7d = — O+ xa)lbf [ pazany = [[(1d = Sa) exp(nt(Sy — 1d))l| sz

K
< —

\/nt’

la derniere inégalité étant valable grace au lemme 1.

Comme S, est L?-compacte, et que I'on vient de voir que

10: — Snb:l| Br2cary "= 0, on conclut que 6; est L2-compact, pour tout ¢ > 0.
Finalement, il est clair que si x), = xy, alors on a 0; = 0;, pour tout ¢ > 0. [

3 Lethéoréeme principal

Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 1. Soit (M, 1) une algébre de von Neumann finie a prédual séparable.

On a l’équivalence entre :

(i) M a la propriété de Haagerup.

(i1) 1l existe un semi-groupe ||.||a-continu, (6;)i>0, d’applications complétement po-
sitives unitales préservant la trace L*-compactes avec 0f = 0; pour tout t > 0.

La preuve s’inspire de celles des lemmes 2.4 et 4.2 de [5].

Preuve :

Par le corollaire 2, il existe une suite (¢,),>1 d’ applications completement positives
unitales (c.p.u.) préservant la trace, L?-compactes, telles que, Vz € M, ||, (z) —
x|z — 0 et satisfaisant 1, = ¥%. Soit encore (a;);>1 C M; une suite ||.||-dense de
la boule unité fermée de M. Quitte a passer a une sous-suite, on peut supposer que
[thn(2) — x[|2 < 27"||2||2 sur le sous-espace engendré par {¢F(a;) | 0 < j,l <n, k <
n2

Posons A, =nld— (Y1 +...+1,) et Dy, = exp(—tA,), ¥Vt > 0. Les ®;,, sont c.p.u.
et préservent la trace et comme Ay = A, on a &}, = ®;,, pour tout ¢,n. Pour
tout o > 0 : -

alald + A, = a/o exp(—ta) P, ,dt.
Ainsi, [Id + al, |7t = 1 [7% exp(ZE) Py, dt et on conclut alors que [Id + aA,]™! est
c.p.u. et préserve la trace (car 7 et [;° commutent). De plus, ([ald + A,]™H)* =
[ald + A,

Montrons alors que pour tout [, la suite n — [Id + aA,] ' (q;) est une suite de
Cauchy dans (Mj, ||.||2)-

Posons 6,, = + (1 + ...+ ,), (donc A, = n(Id—0,)). Alors pour n,p > 0 et | < n,
on a:

1
n
1 no o

na+1 g%)(na + 1) On(ar).

(Id = i) [Id + aln] @) = (Id = Ynsy)
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En effet,
1 1
S (ap) i (1d— —"%6,)"" = [Id + o, ] .
na—l—lkzo noa+1 noa + 1 no+1
Posons
1 (n+P)2 no
A = (Id— e, —— kgk
( w"‘p)na_i_l ;}(na_i_l) n(al)
1 (n+p)? no .
= Id — rp)08
et
1 no
B = (Id — V) —— ROk ().
U=t g 3 o) i)
Par hypothese :
1 (n+p)? no
All, < k11gk 9—(n+p)
e e B D ruem S ACOLE
1 1 — (o (n+p)2+1
< (na+1) Hal|’227(n+p)
no+ 1 1— ﬁza
< 270 |gy |,

En effet : H%(Q/Jl + .o+ ) (@) < ||z]l2, ce qui implique ||6%(a;)]|2 < ||ai|2. De
plus :
2

na—|—1k>

ST (— )6 (@)l

(mip)? noa+ 1

)(n+p)2

1Bl

no

2(
noa+1

el

Soit alors ag > 0 et « €]0, o] ; pour n suffisamment grand,

1 no 1
1 _ n Y EEE— n < o
( na+1) (noz—i-l) < exp( 2oz0>
et ( )
no 2 no n-+p
(n+p) < n(n+p) < _
(na—i-l) _<na+1) < exp( 200 )
(En effet :
noo, no+1.,. 4
(na—l—l) = no ")
1
— 1 _~ \n\—1
((1+—)")
1

—  exp(——) en décroissant.)
«
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Donc :
-1 —(n+p) (7’L +p)
[(1d = Ypip)[Id + aAp] (@)l < (2 + 2exp(— S, NMadl2
+
S 2(2_(n+p) + exp(— (n p) ))HalHQ
204()

Dongc, pour [ fixé, n suffisamment grand et m > n, on a :

|17+ a1+ 02 (a) = aills = @357 (T = )T + 02, ()

puisque :
a Y (Id—thnyp) = [(Id+mald — a(r + ...+ Uy)]
p=1
—Ild —nald+ o)y + ...+,
= [Id+ aA,] — [Id+ aA,].
Donc :

[[Id + aAn][Id + aA,) ™ a) — a2 <

i (

200 3 (270 4 exp(—

p=1

. n
< 2afjaf]2(27" + eXp(—T%))~

)l

Or comme [Id + aA,,]™! est c.p.u., on peut conclure que

n
1[Id + aA,] Ha) — [Id 4+ al,] Ha)|. < O™ + exp(—ﬂ))
0
ou C' est une constante ne dépendant que de a; et a.
Ainsi la suite n — [Id + aA,] ' (a;) est une suite de Cauchy de M; pour la ||.||2
et par densité de la suite des a; on obtient la méme conclusion pour la suite n +—
[Id + aA,] 1 (x), o x € M;. On pose alors :

pol@) = ILl-Jim [1d + a2} (@), Vo € My

Comme M est une algebre de von Neumann finie, (M, ||.||2) est compléte et on peut
conclure que p,(z) € My, Vo € M.

Bien entendu, les applications p, sont c.p.u., préservent la trace et p}, = p,.

Pour x = q;, la convergence est uniforme sur ]0, o], donc ||.H2—iii%pa(al) = aq, ce
qui implique que H.HQ—ClyiLI%)pa(x) =ux, V.

De plus, I’équation de la pseudo-résolvante fournit :

alld+ al, |7 (x) = BlId + A, 7 (2) = (6 — @) [Id + oA, (@) [Id + A, (2)

d’ou :
APq — ﬂpﬂ = (ﬁ - a)papﬂa Va,ﬁ > 0.
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Montrons alors que les applications p, sont L?-compactes, pour tout a > 0.

wl++¢n)aAn:n[d_(¢1++¢n)>
Id+ 25, .7 ().

na+1"1Mm

Pour n < m, posons a nouveau 6,, =
Onom = D — Ay €t Yy = [[d + @,

3=

[a—

Alors :
«
= [I I A
x [d—i_nOz—{—lan’m][ d + Ay ] (Ymn)
a’n
= [(1+na)ld+ adpm — (P + ...+ ,) — —— nmOn) (Ym.n)
a’n
an
= [[Id Ayl — ————00nmO0n (Y )-
14+ a8 =~ bl ()
D'ou :
_ oatn
[Id+aA, ] H2) = Ymm — [d+al,] 1[m5n7m9n](ym,n)
. -1 o -1
= [Id+ aA,)] [Id—'—inajtlé”’m] ()
-1 a’n -1
no
«Q
[1d Sl H(2).
[ +na—i—1 ] (x)
On a donc :
[Id + aA]™" — [Id+ oA [Id + —2— 6, ]!
nao+1 7
2
— _[d+aA, ] 25 0.11d + oA,V Id 5]t
1+ 0] b nball1d + o] [T+ — 5,
a’n «Q
= Id+ al,] HA,, — A0 Id + a7 HId + ———6,m] 1
m+1[ + a7 ( )[+a][+m+1,]
o’n a
= Id+ oA, YA, — A)Id+ a0, [Id+ ———68,.,] !
LT+ 0] (A = AT+ A a1+ ]
no
= Id+al,) ™t = [Id+ aA,,] 716, [1d -t
({1 + 0l = [T b I+ 5,

On considere alors la suite {1y, ¥y41, ...} et on montre comme précédem-ment que

la suite m +— [Id + n 1§n,m]’1(x) est de Cauchy dans (M, ||.||2) et converge en
nao
(n)

II-|l2 vers disons p_ e (x), Vo € M.

na+1

Par le calcul précédent et en passant a la ||.||2-limite pour m — oo, on a pour x € M
fixé :

- QW na Chyy )
Po — [Td + al\,)] pona = 7na+1('0a [Id + aA,] )anngil.

Par hypothese, les 1), sont L?-compactes et donc 6,, aussi. Ainsi, —ati (po — [Id +

al,] )0,p™. est L2-compacte.

na-+1
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On a alors :

(74— 6,)17d + 0 @)l = ——llad[Fd+an,] (@)l

1 _
< —([lId+ ol (@)]2 + [lz])
2
< 2]
no
Ainsi :
n 2
I(1d = 0,)[Id + @]~ ple ()] < Iz
Or,
_ -1 () na ()
[P — On[ld + aAy)] P ne — na+1( — [Id + aA,] ™), Pngil]()
= [pa = Oulld + ald,] " p% — (po — [Id + ald,] ™ p )] (2)
= (Id — 0,)[Id + aA,]” pn)iaﬂ(x).
Ainsi :
||[,0 0 [Id—i—aA ] 1 (n)a & (n)

(po = [Id + aldy ] 1)0np e |(2)]l2

na+1 no+ 1

< — ||zl
no
On observe alors que
- ~1(n) no (n)
Una = Ou[ld + al,] i ot 1( — [Id+ aA,]~ )annml

est L*-compacte car 6, l'est. (Bien entendu, 1, , préserve la trace).
La derniere égalité nous livre :

2
a ¥na S - .
lpa = Ynallsaan) <

On conclut que, pour tout a > 0, p, est L?-compacte.

Via I’équation de pseudo-résolvante que satisfont les applications p,, on conclut
qu’elles commutent. Ainsi les p1 = Y, forment une suite d’applications c.p.u.
préservant la trace, Lz—compactesntelles que :

(1) Xn © Xm = Xm © Xn, V1, m;

(i) fxn(z) =zl —_0;

(iii) x* = xn pour tout n > 1.

Elles permettent de construire le semi-groupe cherché grace au lemme 2. [ |
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4 Propri été de Haagerup relative

Récemment, S. Popa a identifié dans [6] une classe remarquable de facteurs de type
IT; en utilisant (entre autres) une version relative de la propriété de Haagerup. Avant
d’en donner une définition, il est nécessaire de fixer quelques notations.

On considere une algebre de von Neumann finie M a prédual séparable munie d’une
trace normale, finie, fidele, normalisée 7 et une sous-algebre de von Neumann B
de M contenant 1. On note Ep l'unique espérance conditionnelle de M sur B qui
préserve 7, et ep le prolongement de Ep & L?(M,7), qui est la projection orthogo-
nale de L?(M, ) sur le sous-espace L*(B, 7). On désigne par (M, B) I'algebre de
von Neumann engendrée par M U {eg}; on a egreg = Eg(x)ep pour tout x € M,
et 'ensemble des sommes finies d’éléments de la forme xegy est une sous-*-algebre
faiblement dense dans (M, B), voir [6]. Enfin, on désigne par J((M, B)) I'idéal nor-
miquement fermé de (M, B) engendré par les projections finies de (M, B) ([6], [7]).
Observons que lorsque B = C, cet idéal est 'ensemble des opérateurs compacts sur
L3(M,T).

Suivant [6], étant donné une paire 1 € B C M comme ci-dessus, on dit que M
possede la propriété de Haagerup relativement a B s’il existe une trace 7 comme
ci-dessus et une suite (®,,),>1 d’applications compleétement positives de M dans M
telles que :

(1) To®, <7 pour tout n > 1;

(2) ®,, est B-bilinéaire pour tout n : @, (byxby) = b1 P, (x)by pour tous x € M et
bl, bz € B;

(3) pour tout n, le prolongement Ty, de ®, & L?*(M,T) appartient & l'idéal
J((M, B));
(4) pour tout = € M, lim | Dy (z) — z]]2 = 0.
I1 est facile de vérifier que le théoreme 1 s’étend a cette situation : si la paire B C M

possede la propriété ci-dessus, alors il existe un semi-groupe (6;):>o d’applications
completement positives préservant 7 telles que

(a) 0y(byxby) = b10;(x)by pour tout t > 0, pour tous by, by € B et tout x € M ;
(b) pour tout ¢t > 0, le prolongement de 0; & L*(M, 7) appartient & J({(M, B));

(c) pour tout x € M, on a %ir% |6:(z) — x||2 = 0.
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