Structure m-convexe dans l'espace a poids
Lo (R")

A. El Kinani A. Benazzouz

Abstract

We consider the space L}, (R"), 1 < p < +oo, where 2 is a family of
weights. We give a necessary and sufficient condition, on €, for LY, (R") to
be locally m-convex algebra. Fundamental properties of this algebra are also
obtained.

1 Préliminaires et introduction

Une algebre localement multiplicativement convexe (a.l.m.c. en abrégé) est une
algebre localement convexe (F,7) dont la topologie 7 est définie par une famille
(I[x)yeade semi-normes sous-multiplicatives ([1] et [4]). Pour A € A, on désigne
par By = E/Ker|.|,, ou Ker|.|, ={z € E : |z|, = 0}, l'algebre quotient de E par
Ker|.|, et : E — E/Ker|.|, lasurjection canonique. Pour x € E, la classe 7, (z)
de x sera notée x). On munit £y de la norme ||.||, définie par ||z,|, = |z|, . Soit
E, lalgebre complétée, pour |.Il, de E\. Dans toute la suite, la norme de I'algebre

E, sera encore notée |1, - Si (E, (|'|)\)>\6A) est séparée, alors E est isomorphe a

une sous-algebre du produit []yep Ex. Si E est séparée et complete, alors E est
algébriquement et topologiquement isomorphe a la limite projective d’algebres de
Banach E,. Dans toute la suite, on désigne par p(z) = sup {|z| : z € Spz} le rayon
spectral d'un élément = de F.
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Pour 1 < p < 400, L? (R™) désignera 'espace des classes de fonctions complexes
de puissance p-ieme intégrables sur R". Dans la suite, nous ne ferons pas de différence
entre deux fonctions égales presque partout. Pour f € LP (R™), posons

i1, = ([ @)’

Les espaces (Lp (R"),||.||p), 1 < p < +o0, sont des espaces de Banach. Ils ne
sont pas des algebres pour le produit ordinaire. Deux fonctions complexes f et g
mesurables, sur R", sont dites ”convolables” si la fonction y — f(z — y)g(y) est
intégrable pour presque tout x; dans ce cas on peut définir presque partout

(Fx9)@) = [ flz=ylgly)dy.

La fonction fxg est dite le produit de convolution de f et g. Les espaces (Lp (R"), H||p) ,
1 < p < 400, ne sont pas des algebres pour le produit de convolution. Pour
f e L' (R"), Ff désignera la transformation de Fourier de f, i.e.

Ff(x)= /n f(y)e ™™¥dy; 2z € R".

Soit € une famille de poids sur R™ c¢’est a dire de fonctions w positives, mesu-
rables et localement intégrables sur R™. Pour 1 < p < 400, on définit les espaces
fonctionnels suivants

LP (R") = {f :R" — C: f mesurable et |f|’w € L' (R")}
et

LY (RY) = {f ' R" — C': f mesurable et |f|’w € L' (R"), pour tout w € Q}

L’ espace LP (R") est un espace de Banach pour la norme |.|  donnée par

11 = ([ 1@ wa)ar)

et son dual s’identifie a 'espace LI (R"), olt wy = Wb et % + é =1.Pour 1 <p<
400, on munit L, (R") de la topologie définie par la famille de normes (1.|,) .q-
L’espace ( o (R™), (-], )weQ) devient ainsi un espace localement convexe complet.

Dans toute la suite, p € ]1,400[ et  est une famille de poids sur R". Pour r €
[1,+o00[ et ¢ une fonction positive, on notera || f||, ,, ott f est une fonction complexe
sur R", la quantité donnée par

17 = ([ 5@ wlw)iz)’

Dans ce papier, nous considérons le produit de convolution dans les espaces
)
L% (R™), 1 < p < +o0. Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes, sur

), pour que l'espace ( o (R™), (-1, )wEQ) soit une a.l.m.c. complete.



Structure m-convexe dans 'espace a poids L%, (R™) 51

2 Structure m -convexe dans I'espace a poids L{, (R")

Une condition nécessaire, sur 2, pour que l'espace ( o (R™), (-1, )MEQ) soit une
a.l.m.c. complete est donnée par le résultat suivant.

Proposition 2.1. Soient p € |1, 00| et  une famille de poids sur R™. Si, pour

tout w € 2, on a
1

W % W < WT (1),

alors I'espace ( o (R™), (-1, )wEQ) est une a.l.m.c. complete.

Preuve. 1l reste a montrer que

[f gl <Ifllgles fog€ Lo (RY).

Comme l'espace K(R™) des fonctions continues a support compact dans R™ est dense
dans (L2 (R"),].|,), pour tout w € €, il suffit de montrer que

[f*gly < [fllglss fr9 € KRY).
Soient f,g € KK(R™) et h = f * g. En écrivant

h(z) = / fl@—y)g(y) !w

et en utilisant 1'inégalité de Holder, on obtient

=

p—1

h@) < ([ 1@ =P ole =) g w)dy) W @),
ot W = w7 % wT7. Il en résulte que

[ @ W@ < [ - )P - e [ gl ey
<17 lol.

Par ailleurs, comme 1 — p < 0, I'inégalité (1) entraine que w < WP, Donc

ool = (| |h |p )’

< [l

Comme conséquence, on obtient ce qui suit.

Corollaire 2.2. (]2]). Soient p € |1,400[ et w un poids sur R"™ tel que WTT %
1 1
wir < wTr. Alors I'espace (L (R"),].|,) est une algebre de Banach.

Remarque 2.3. Soient p € |1, +o0[ et 2 une famille de poids, sur R", vérifiant
(1) et E = L (R"). Pour w € Q, on désigne par E, Dalgebre L, (R™) munie

A A
de la norme |.| . Soit E,, l'algebre complétée, pour |.| , de E,. L’algebre E,, est
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exactement égale a LP? (R"). De plus la famille Q est filtrante croissante; et pour
w, € Qtel que w < 9, on a Ly, (R") C LE (R"). Soit I,y : L (R") — LE (R")
I'injection canonique. Alors (L? (R"), I, ), ,cq €St un systeme projectif d’algebres
de Banach. De plus, on a

w2 e

lim L7, (R") = () L& (R") = L (R").
we

Avant d’établir la réciproque de la proposition 2.1, montrons d’abord les résultats
suivants.

Soient p € ]1, +o0[ et © une famille de poids sur R" telle que I'espace L{, (R")
muni de la topologie localement convexe donnée par la famille de normes (.[), .q
est localement m-convexe, i.e. |.|  est sous multiplicative pour tout w € €. Dans
ce cas, on dira que €2 est une famille m-convexe de poids sur R"™. Alors, pour tout
w € ), ona

[f*gl, < [flulgles frg € Lo (RY).
Comme Lg, (R™) est dense dans (L (R™),].|), on a

[fxgl, <\flulgls fog € LE(RY).

Ainsi chaque g € LP (R") définit un opérateur de multiplication R, de L? (R") dans
LP (R™), par R,(f) = f * g. Considérons l'application R définie, sur L? (R"), par
R(g) = R,. Alors, on a le résultat suivant.

Proposition 2.4. Soient p € |1, +00[, € une famille m-convexe de poids sur R"
1

et g € L? (R™). Pour w € 2, posons W = (wﬁ * wfp)l ' SiwTE e L (R"), pour
tout w € €, alors

1) l'application R, est a valeurs dans LY, (R").

2) lapplication R est un isomorphisme injectif de L? (R"™) dans 'espace de Ba-
nach £ (LP (R"), L}, (R™)) pour la norme des opérateurs.

Preuve. 1) Soit f € LP (R™). Posons

F(z,y) = f(x)g(y) [w(z)w(y)]
Alors F' € L? (R" x R™). De plus fxg=TF, ou

Al

o) = F(x —t,t)
Trw =, oz — )

Pour f € LY ; (R"), on considére la fonction Sf définie, sur R™ x R", par
w r

T—

Sf(x,y) = f(z+y)w 7 (@) 7 (y).

Il est clair que TF et Sf sont des fonctions mesurables. De plus, pour tout f &€

L* | (R™), on montre facilement que
W

11, = 171ty
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Ainsi 'application S est une isométrie de L? L (R"™) dans L? (R™ x R™). Un calcul
-Pp
simple montre que T est I'application transg/osée de S. Comme les espaces L}, (R")
et LP (R™ x R™) sont réflexifs, 'application S est aussi la transposée de T. Ainsi T
est continue et surjective de L? (R™ x R™) sur Ly, (R").
2) Comme wTF et W7 sont dans L (R™), les espaces L? (R™) et LY, (R™) sont
contenus dans L' (R™) . Par ailleurs, application R est injectif. De plus, on a

IR(9) = sup {IIf * gll, : 1F 1, < 1} < N9l

D’oti la continuité de R. Ainsi R est une bijection continue de L? (R"™) sur R (L, (R")) .
Pour finir montrons que R (LP, (R™)) est un fermé dans l'espace £ (L? (R"™), LY, (R™));
et on conclut par le théoreme de Banach. Soit (g,), C LP (R") une suite telle
que R(gn) converge, dans L(LP (R™), L}, (R")), vers un opérateur U. Pour tout
f € LP(R™), f x g, converge, dans LY, (R"), vers U(f). Et comme la norme de
L' (R™) est majorée par celle de L}, (R"), on obtient que F(f)F(g,) converge uni-
formément vers F (U(f)). Il en résulte que F(g,) converge ponctuellement vers une
fonction h. Par ailleurs, pour tout f € L? (R"), il existe V(f) € LP(R" x R"), tel
que U(f) =T (V(f)), ouT est I'application donné par (2). Mais F (U(f)) = hF(f),
pour tout f € LP (R"). Donc V(f) = g ® fw%, oug € LP(R") et }'(gw%l) = h.
Ainsi U(f) = gu)%1 « f, pour tout f € LP (R"),ie. U= ng%l € R(L? (R")).Don

la fermeture de R (L? (R")) dans l'espace L (L? (R"), L%, (R")).

Proposition 2.5. Soient p € |1, +o0o[,  une famille m-convexe de poids sur R",
w € Q et W qui vérifient les conditions de la proposition 2.4. Alors l'espace LY, (R")
est un module sur L? (R").

Preuve. Supposons d’abord que f € LP (R" X R™) et g € LI;V_E (R™ x R™). En
utilisant le fait que (L? (R"),|.|,) est une algebre de Banach, on vérifie facilement

v v
que f *xg € L'évfg (R" x R"); ou f (x) = f(—x), pour tout =z € R™. De plus, on a

Vv
Hf *(

< llgll_ -5 /1], -

-3 WP

q,

Soit maintenant f € LP (R™) et g € L}, (R"). Alors, pour tout h € L‘;ﬁ

montre que

(R™), on

B

[ Prg(@h(@)dz < gl 171, 0, -

Comme
15 %9l =sup{| [+ g@hta)do| s bl 5 <1},
on a
1S gllpw < Ngllpw 11 -
La réciproque de la proposition 2.1 est vraie comme le montre le résultat suivant.

Proposition 2.6. Soient p € |1, +oo[ et Q une famille m-convexe de poids sur
R". Si )
w™ € L' (R"), pour tout w € Q,
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alors, pour tout w € €2, il existe une constante c¢(w) > 0 telle que

- -
w7 x wTr < c(w)wTr.

Preuve. Remarquons tout d’abord que, pour w € ), espace L? (R™)( L}, (R™)

1—
est dense dans L}, (R"),ou W = (wﬁ * wﬁ) " En effet comme LP (R™) est une

algebre, on a
T(f®g)= fw%l * gw%l, pour tous f,g € LP (R")
De plus T'(f ® g) € LP (R"). Par conséquent
T (L7 (R") & LP (R") C L7, (R").
D’ou le résultat vu que T (L? (R™ x R™)) = L}, (R™) . Soit maintenant I 'application

identique définie dans LP (R™) N L}, (R™) muni de la norme de L}, (R"). Par la
proposition 2.4, il existe une constante k(w) > 0 telle que

1F 1l < Kw)sup {|1£ gl : loll,., < 1}

Comme, par la proposition 2.5, Pespace L}, (R™) est un module sur L? (R"), on a

sup {[1f * gll,n 191l < 1} < R(@) || fll,w ; pour tout f € LE (R") (L, (R").

Donc [ est continu de L2 (R™) N LY, (R™) dans L? (R™). Par suite I se prolonge en
une application continu sur L}, (R™) tout entier. Autrement dit L}, (R™) C L2 (R").
Ainsi il existe une constante k(w) > 0 telle que

1Sl < K@) [ f]l,w; pour tout f € Ly, (R").

Ceci entraine que w < k(w)W; et donc

SAS)

ou c¢(w) = k(w)?.
Comme conséquence, on obtient ce qui suit.

Corollaire 2.7. ([2]). Soient p € |1, +00[ et w un poids, sur R™, tel que 'espace

(L (R™),|.|,) soit une algebre de Banach. Si W € L1 (R™), alors il existe une
constante k£ > 0 telle que

W kw7 < kwTo. (3)
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3 Spectre de Gelfand de (L{, (R"), (|.,.) cq)

Soient p € |1, +00] et 2 une famille m-convexe de poids sur R"™. Soit M (L%, (R™))
(resp. M (LP (R™))) 'ensemble des caracteres non nuls de L%, (R™) (resp. de L (R")).
En utilisant (2) et le lemme 6.3 de [3, p. 172], on obtient que

M (Lo (R")) = lim M (L, (R")).

Par conséquent
M (L4 (RY) = | M (L
we
Déterminons maintenant M (L?, (R")), pour w € 2. Soit x un caractere non nul
de l'algebre LP (R™), c’est a dire une forme linéaire continue satisfaisant la relation

x(f*g)=x(f)x(g); f,ge€lLll(R"). (4)

Comme (L? (R")) = L7 (R™) telle que

w

()= [ F@)B@)des f e LL(RY).

(R™), il existe 3 € L?

_9 _9
p w P

Exploitons maintenant la relation (4). D’une part, pour f,g € K(R"™), on a

X(f*g):/Rnf*g( Do = [ [ 9@+ Hdtde.  (5)

- [ f(t)ﬁ(t)dt/}%nf(x)ﬁ(x)dx
_// )B(z)dtdx.  (6)

Comme l'espace des combinaisons linéaires de fonctions de la forme u ® v, ou
u,v € K(R™), est dense dans Lf,, (R™ x R"), on déduit de (5) et (6) que 'appli-

cation (z,y) — O(z +y) est dans LY  _, (R™ x R") et que ((z +y) = [(z)B(y)
(w®w) P
presque partout. Et 'on a ce qui suit.

D’autre part

Proposition 3.1. Soient p € |1, +o0o[, Q une famille m-convexe de poids sur R"
et w € €. Alors une forme linéaire, sur L? (R"), est un caractere si, et seulement si,
il existe une fonction § € L?_, (R") vérifiant

w P

B(z+1y) = B(x)B(y); presque partout

et telle que
/ f(z)B(x)dz; pour tout f € LP (R").

Preuve. Tl reste & montrer que s'il existe 5 € L?_, (R™) telle que
w P

xX(f) = f(z)B(x)dz; pour tout f € LP (R")

R”



56 A. El Kinani — A. Benazzouz

et
Bl +y) = B(z)5(y
alors y € M (L? (R")). La relation (5

X(u %) /n/n B(x + t)dtdx
= [ [ uu@)s(t)5(x)dtdz = x(u)x(v).

Et on conclut par le fait que IC(R") est dense dans LP (R").

) pour presque tous x et y,
)

montre que, pour tous u,v € K(R™), on a

Remarque 3.2. La condition W € L' (R™), pour tout w € €, est superflue

dans la proposition 2.5. En effet, s'il existe w € Q telle que w7 ¢ L' (R™). Soit
X € M (LP (R")). Alors, d’apres la proposition précédente, il existe une fonction
g e L 4 (R") vérifiant G(x + y) = B(x)B(y) presque partout et telle que

w P

X() = [ F@)a)dz; pour tout f € L2 (R").

Posons ¢ = |3 P w. Alors ¢T5 € L' (R"). Par ailleurs

B(f *g) = (Bf) * (Bg); pour tous f,g € LY (R")
De plus Ly, (R") = @ (LE (R")), ou ®(f) = f3, pour tout f € LP (R"). Il s’ensuit
que (LZ (R™), || w) est une algebre de Banach. Donc, d’apres la proposition 2.5., il
existe une constante ¢(¢)) > 0 telle que

YT YT < ()T
Mais

Donc )

WTF % WP < c(w)wﬁ.

Remarque 3.3. Pour a > 7, posons

« n
wa(x) = (1 + \:C|2) and Q = {wa Ca > —}.
2
Un calcul simple montre que, pour o > 2, il existe une constante c(a) > 0 telle que

witxwt < ela)wyt

Comme dans la proposition 2.1, on montre que
1 n
[f 5 Gl < cl@)? |fly, 19k, s o g€ Lo (R").

Donc, sans perte de généralité, on peut supposer que ( o (R"), (| . ) ﬂ) est une

a.l.m.c. complete. Comme K (R") est dense dans L' (R") et K(R") C L, (R") C
L' (R™), pour o > %, le spectre global M (L%, (R™)), de L, (R™), est homéomorphe
a R™. Plus précisément, comme pour L' (R"), & tout caractére continu non nul de
X, de L% (R™), correspond un unique ¢ € R™ tel que x(f) = Ff(t), ou Ff est la
transformée de Fourier de f.
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