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Abstract

We consider the space L
p
Ω (Rn) , 1 ≤ p < +∞, where Ω is a family of

weights. We give a necessary and sufficient condition, on Ω, for L
p
Ω (Rn) to

be locally m-convex algebra. Fundamental properties of this algebra are also
obtained.

1 Préliminaires et introduction

Une algèbre localement multiplicativement convexe (a.l.m.c. en abrégé) est une
algèbre localement convexe (E, τ) dont la topologie τ est définie par une famille
(|.|λ)λ∈Λde semi-normes sous-multiplicatives ([1] et [4]). Pour λ ∈ Λ, on désigne
par Eλ = E/Ker |.|λ, où Ker |.|λ = {x ∈ E : |x|λ = 0} , l’algèbre quotient de E par
Ker |.|λ et πλ : E −→ E/Ker |.|λ la surjection canonique. Pour x ∈ E, la classe πλ(x)
de x sera notée xλ. On munit Eλ de la norme ‖.‖λ définie par ‖xλ‖λ = |x|λ . Soit

Êλ l’algèbre complétée, pour ‖.‖λ, de Eλ. Dans toute la suite, la norme de l’algèbre

Êλ sera encore notée ‖.‖λ . Si
(
E, (|.|λ)λ∈Λ

)
est séparée, alors E est isomorphe à

une sous-algèbre du produit
∏
λ∈Λ Êλ. Si E est séparée et complète, alors E est

algébriquement et topologiquement isomorphe à la limite projective d’algèbres de
Banach Êλ. Dans toute la suite, on désigne par ρ(x) = sup {|z| : z ∈ Spx} le rayon
spectral d’un élément x de E.
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Pour 1 < p < +∞, Lp (Rn) désignera l’espace des classes de fonctions complexes
de puissance p-ième intégrables sur Rn. Dans la suite, nous ne ferons pas de différence
entre deux fonctions égales presque partout. Pour f ∈ Lp (Rn) , posons

‖f‖p =
(∫

Rn

|f(x)|p dx
) 1

p

.

Les espaces
(
Lp (Rn) , ‖.‖p

)
, 1 < p < +∞, sont des espaces de Banach. Ils ne

sont pas des algèbres pour le produit ordinaire. Deux fonctions complexes f et g
mesurables, sur Rn, sont dites ”convolables” si la fonction y 7−→ f(x − y)g(y) est
intégrable pour presque tout x; dans ce cas on peut définir presque partout

(f ∗ g)(x) =
∫

Rn

f(x− y)g(y)dy.

La fonction f∗g est dite le produit de convolution de f et g. Les espaces
(
Lp (Rn) , ‖.‖p

)
,

1 < p < +∞, ne sont pas des algèbres pour le produit de convolution. Pour
f ∈ L1 (Rn) , Ff désignera la transformation de Fourier de f, i.e.

Ff(x) =
∫

Rn

f(y)e−2πixydy; x ∈ Rn.

Soit Ω une famille de poids sur Rn c’est à dire de fonctions ω positives, mesu-
rables et localement intégrables sur Rn. Pour 1 < p < +∞, on définit les espaces
fonctionnels suivants

Lpω (Rn) =
{
f : Rn −→ C : f mesurable et |f |p ω ∈ L1 (Rn)

}

et

LpΩ (Rn) =
{
f : Rn −→ C : f mesurable et |f |p ω ∈ L1 (Rn) , pour tout ω ∈ Ω.

}

L’ espace Lpω (Rn) est un espace de Banach pour la norme |.|ω donnée par

|f |ω =
(∫

Rn

|f(x)|p ω(x)dx
) 1

p

et son dual s’identifie à l’espace Lqω1
(Rn) , où ω1 = ω−

q

p et 1
p

+ 1
q

= 1. Pour 1 < p <

+∞, on munit LpΩ (Rn) de la topologie définie par la famille de normes (|.|ω)
ω∈Ω.

L’espace
(
LpΩ (Rn) , (|.|ω)

ω∈Ω

)
devient ainsi un espace localement convexe complet.

Dans toute la suite, p ∈ ]1,+∞[ et Ω est une famille de poids sur Rn. Pour r ∈
[1,+∞[ et ψ une fonction positive, on notera ‖f‖r,ψ, où f est une fonction complexe
sur Rn, la quantité donnée par

‖f‖r,ψ =
(∫

Rn

|f(x)|r ψ(x)dx
) 1

r

.

Dans ce papier, nous considérons le produit de convolution dans les espaces
LpΩ (Rn) , 1 < p < +∞. Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes, sur

Ω, pour que l’espace
(
LpΩ (Rn) , (|.|ω)

ω∈Ω

)
soit une a.l.m.c. complète.
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2 Structure m -convexe dans l’espace à poids Lp
Ω (Rn)

Une condition nécessaire, sur Ω, pour que l’espace
(
LpΩ (Rn) , (|.|ω)

ω∈Ω

)
soit une

a.l.m.c. complète est donnée par le résultat suivant.

Proposition 2.1. Soient p ∈ ]1,+∞[ et Ω une famille de poids sur Rn. Si, pour
tout ω ∈ Ω, on a

ω
1

1−p ∗ ω
1

1−p ≤ ω
1

1−p (1),

alors l’espace
(
LpΩ (Rn) , (|.|ω)

ω∈Ω

)
est une a.l.m.c. complète.

Preuve. Il reste à montrer que

|f ∗ g|ω ≤ |f |ω |g|ω ; f, g ∈ LpΩ (Rn) .

Comme l’espace K(Rn) des fonctions continues à support compact dans Rn est dense
dans (Lpω (Rn) , |.|ω), pour tout ω ∈ Ω, il suffit de montrer que

|f ∗ g|ω ≤ |f |ω |g|ω ; f, g ∈ K(Rn).

Soient f, g ∈ K(Rn) et h = f ∗ g. En écrivant

h(x) =
∫

Rn

f(x− y)g(y)

∣∣∣∣∣
ω(x− y)ω(y)

ω(x− y)ω(y)

∣∣∣∣∣

1

p

dy

et en utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

|h(x)| ≤
(∫

Rn

|f(x− y)|p ω(x− y) |g(y)|p ω(y)dy
)1

p

W
p−1

p (x),

où W = ω
1

1−p ∗ ω
1

1−p . Il en résulte que
∣∣∣∣
∫

Rn

|h(x)|pW 1−p(x)dx

∣∣∣∣ ≤
∫

Rn

|f(x− y)|p ω(x− y)dx
∫

Rn

|g(y)|p ω(y)dy

≤ |f |pω |g|
p

ω .

Par ailleurs, comme 1− p < 0, l’inégalité (1) entrâıne que ω ≤ W 1−p. Donc

|f ∗ g|ω =
(∣∣∣∣

∫

Rn

|h(x)|p ω(x)dx
∣∣∣∣
) 1

p

≤ |f |ω |g|ω .

Comme conséquence, on obtient ce qui suit.

Corollaire 2.2. ([2]). Soient p ∈ ]1,+∞[ et ω un poids sur Rn tel que ω
1

1−p ∗

ω
1

1−p ≤ ω
1

1−p . Alors l’espace (Lpω (Rn) , |.|ω) est une algèbre de Banach.

Remarque 2.3. Soient p ∈ ]1,+∞[ et Ω une famille de poids, sur Rn, vérifiant
(1) et E = LpΩ (Rn) . Pour ω ∈ Ω, on désigne par Eω l’algèbre LpΩ (Rn) munie

de la norme |.|ω. Soit
∧

Eω l’algèbre complétée, pour |.|ω , de Eω. L’algèbre
∧

Eω est
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exactement égale à Lpω (Rn) . De plus la famille Ω est filtrante croissante ; et pour
ω, ψ ∈ Ω tel que ω ≤ ψ, on a Lpψ (Rn) ⊂ Lpω (Rn) . Soit Iω,ψ : Lpψ (Rn) −→ Lpω (Rn)
l’injection canonique. Alors (Lpω (Rn) , Iω,ψ)

ω,ψ∈Ω est un système projectif d’algèbres
de Banach. De plus, on a

lim
−→ω

Lpω (Rn) =
⋂

ω∈Ω

Lpω (Rn) = LpΩ (Rn) .

Avant d’établir la réciproque de la proposition 2.1, montrons d’abord les résultats
suivants.

Soient p ∈ ]1,+∞[ et Ω une famille de poids sur Rn telle que l’espace  LpΩ (Rn)
muni de la topologie localement convexe donnée par la famille de normes (|.|ω)

ω∈Ω

est localement m-convexe, i.e. |.|ω est sous multiplicative pour tout ω ∈ Ω. Dans
ce cas, on dira que Ω est une famille m-convexe de poids sur Rn. Alors, pour tout
ω ∈ Ω, on a

|f ∗ g|ω ≤ |f |ω |g|ω ; f, g ∈ LpΩ (Rn) .

Comme LpΩ (Rn) est dense dans (Lpω (Rn) , |.|ω) , on a

|f ∗ g|ω ≤ |f |ω |g|ω ; f, g ∈ Lpω (Rn) .

Ainsi chaque g ∈ Lpω (Rn) définit un opérateur de multiplication Rg de Lpω (Rn) dans
Lpω (Rn), par Rg(f) = f ∗ g. Considérons l’application R définie, sur Lpω (Rn) , par
R(g) = Rg. Alors, on a le résultat suivant.

Proposition 2.4. Soient p ∈ ]1,+∞[ , Ω une famille m-convexe de poids sur Rn

et g ∈ Lpω (Rn). Pour ω ∈ Ω, posons W =
(
ω

1

1−p ∗ ω
1

1−p

)1−p
. Si ω

1

1−p ∈ L1 (Rn), pour
tout ω ∈ Ω, alors

1) l’application Rg est à valeurs dans LpW (Rn) .
2) l’application R est un isomorphisme injectif de Lpω (Rn) dans l’espace de Ba-

nach L (Lpω (Rn) , LpW (Rn)) pour la norme des opérateurs.

Preuve. 1) Soit f ∈ Lpω (Rn) . Posons

F (x, y) = f(x)g(y) [ω(x)ω(y)]
1

p .

Alors F ∈ Lp (Rn ×Rn) . De plus f ∗ g = TF, où

TF (x) =
∫

Rn

F (x− t, t)

[ω(x− t)ω(t)]
1

p

dt. (2)

Pour f ∈ Lq
ω

1

1−p

(Rn) , on considère la fonction Sf définie, sur Rn × Rn, par

Sf(x, y) = f(x + y)ω−
1

p (x)ω−
1

p (y).

Il est clair que TF et Sf sont des fonctions mesurables. De plus, pour tout f ∈
Lq
W

1

1−p

(Rn) , on montre facilement que

‖Sf‖q = ‖f‖
q,W

1

1−p

,
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Ainsi l’application S est une isométrie de Lq
W

1

1−p

(Rn) dans Lq (Rn ×Rn) . Un calcul

simple montre que T est l’application transposée de S. Comme les espaces LpW (Rn)
et Lp (Rn × Rn) sont réflexifs, l’application S est aussi la transposée de T. Ainsi T
est continue et surjective de Lp (Rn ×Rn) sur LpW (Rn).

2) Comme ω
1

1−p et W
1

1−p sont dans L1 (Rn) , les espaces Lpω (Rn) et LpW (Rn) sont
contenus dans L1 (Rn) . Par ailleurs, l’application R est injectif. De plus, on a

‖R(g)‖ = sup
{
‖f ∗ g‖p,W : ‖f‖p,ω ≤ 1

}
≤ ‖g‖p,ω .

D’où la continuité deR. AinsiR est une bijection continue de Lpω (Rn) surR (Lpω (Rn)) .
Pour finir montrons queR (Lpω (Rn)) est un fermé dans l’espace L (Lpω (Rn) , LpW (Rn)) ;
et on conclut par le théorème de Banach. Soit (gn)n ⊂ Lpω (Rn) une suite telle
que R(gn) converge, dans L(Lpω (Rn) , LpW (Rn)), vers un opérateur U. Pour tout
f ∈ Lpω (Rn) , f ∗ gn converge, dans LpW (Rn) , vers U(f). Et comme la norme de
L1 (Rn) est majorée par celle de LpW (Rn), on obtient que F(f)F(gn) converge uni-
formément vers F (U(f)). Il en résulte que F(gn) converge ponctuellement vers une
fonction h. Par ailleurs, pour tout f ∈ Lpω (Rn) , il existe V (f) ∈ Lp(Rn × Rn), tel
que U(f) = T (V (f)), où T est l’application donné par (2). Mais F (U(f)) = hF(f),

pour tout f ∈ Lpω (Rn) . Donc V (f) = g ⊗ fω
−1

p , où g ∈ Lp (Rn) et F(gω
−1

p ) = h.

Ainsi U(f) = gω
−1

p ∗f , pour tout f ∈ Lpω (Rn) , i.e. U = R
gω
−1

p

∈ R (Lpω (Rn)) . D’où

la fermeture de R (Lpω (Rn)) dans l’espace L (Lpω (Rn) , LpW (Rn)).

Proposition 2.5. Soient p ∈ ]1,+∞[ , Ω une famille m-convexe de poids sur Rn,
ω ∈ Ω et W qui vérifient les conditions de la proposition 2.4. Alors l’espace LpW (Rn)
est un module sur Lp (Rn) .

Preuve. Supposons d’abord que f ∈ Lpω (Rn × Rn) et g ∈ Lp
W
−

q

p

(Rn × Rn). En

utilisant le fait que (Lpω (Rn) , |.|ω) est une algèbre de Banach, on vérifie facilement

que
∨

f ∗g ∈ Lq
W
−

q

p

(Rn × Rn) ; où
∨

f (x) = f(−x), pour tout x ∈ Rn. De plus, on a

∥∥∥∥
∨

f ∗g

∥∥∥∥
q,W

−

q

p

≤ ‖g‖
q,W

−

q

p
‖f‖p,ω .

Soit maintenant f ∈ Lp (Rn) et g ∈ LpW (Rn) . Alors, pour tout h ∈ Lq
W
−

q

p

(Rn), on

montre que ∫

Rn

f ∗ g(x)h(x)dx ≤ ‖g‖
p,W

‖f‖
p,ω
‖h‖

q,W
−

q

p
.

Comme

‖f ∗ g‖p,W = sup
{∣∣∣∣

∫

Rn

f ∗ g(x)h(x)dx

∣∣∣∣ : ‖h‖
q,W

−

q

p
≤ 1

}
,

on a
‖f ∗ g‖p,W ≤ ‖g‖p,W ‖f‖p,ω .

La réciproque de la proposition 2.1 est vraie comme le montre le résultat suivant.

Proposition 2.6. Soient p ∈ ]1,+∞[ et Ω une famille m-convexe de poids sur
Rn. Si

ω
1

1−p ∈ L1 (Rn) , pour tout ω ∈ Ω,
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alors, pour tout ω ∈ Ω, il existe une constante c(ω) > 0 telle que

ω
1

1−p ∗ ω
1

1−p ≤ c(ω)ω
1

1−p .

Preuve. Remarquons tout d’abord que, pour ω ∈ Ω, l’espace Lpω (Rn)
⋂
LpW (Rn)

est dense dans LpW (Rn) , où W =
(
ω

1

1−p ∗ ω
1

1−p

)1−p
. En effet comme Lpω (Rn) est une

algèbre, on a

T (f ⊗ g) = fω
−1

p ∗ gω
−1

p , pour tous f, g ∈ Lp (Rn)

De plus T (f ⊗ g) ∈ Lpω (Rn) . Par conséquent

T (Lp (Rn))
∧

⊗ Lp (Rn) ⊂ Lpω (Rn) .

D’où le résultat vu que T (Lp (Rn × Rn)) = LpW (Rn) . Soit maintenant I l’application
identique définie dans Lpω (Rn)

⋂
LpW (Rn) muni de la norme de LpW (Rn) . Par la

proposition 2.4, il existe une constante k(ω) > 0 telle que

‖f‖p,ω ≤ k(ω) sup
{
‖f ∗ g‖p,W : ‖g‖p,ω ≤ 1

}
.

Comme, par la proposition 2.5, l’espace LpW (Rn) est un module sur Lp (Rn) , on a

sup
{
‖f ∗ g‖p,W : ‖g‖p,ω ≤ 1

}
≤ k(ω) ‖f‖p,W ; pour tout f ∈ Lpω (Rn)

⋂
LpW (Rn) .

Donc I est continu de Lpω (Rn)
⋂
LpW (Rn) dans Lpω (Rn). Par suite I se prolonge en

une application continu sur LpW (Rn) tout entier. Autrement dit LpW (Rn) ⊂ Lpω (Rn).
Ainsi il existe une constante k(ω) > 0 telle que

‖f‖p,ω ≤ k(ω) ‖f‖p,W ; pour tout f ∈ LpW (Rn) .

Ceci entrâıne que ω ≤ k(ω)W ; et donc

ω
1

1−p ∗ ω
1

1−p ≤ c(ω)ω
1

1−p ,

où c(ω) = k(ω)
q

p .

Comme conséquence, on obtient ce qui suit.

Corollaire 2.7. ([2]). Soient p ∈ ]1,+∞[ et ω un poids, sur Rn, tel que l’espace

(Lpω (Rn) , |.|ω) soit une algèbre de Banach. Si ω
1

1−p ∈ L1 (Rn) , alors il existe une
constante k > 0 telle que

ω
1

1−p ∗ ω
1

1−p ≤ kω
1

1−p . (3)
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3 Spectre de Gelfand de
(
Lp

Ω (Rn) , (|.|ω)
ω∈Ω

)

Soient p ∈ ]1,+∞[ et Ω une famille m-convexe de poids sur Rn. SoitM (LpΩ (Rn))
(resp.M (Lpω (Rn))) l’ensemble des caractères non nuls de LpΩ (Rn) (resp. de Lpω (Rn)).
En utilisant (2) et le lemme 6.3 de [3, p. 172], on obtient que

M (LpΩ (Rn)) = lim
←−ω

M (Lpω (Rn)) .

Par conséquent
M (LpΩ (Rn)) =

⋃

ω∈Ω

M (Lpω (Rn)) .

Déterminons maintenant M (Lpω (Rn)) , pour ω ∈ Ω. Soit χ un caractère non nul
de l’algèbre Lpω (Rn) , c’est à dire une forme linéaire continue satisfaisant la relation

χ(f ∗ g) = χ(f)χ(g) ; f, g ∈ Lpω (Rn) . (4)

Comme (Lpω (Rn))′ = Lq
ω
−

q

p

(Rn), il existe β ∈ Lq
ω
−

q

p

(Rn) telle que

χ(f) =
∫

Rn

f(x)β(x)dx ; f ∈ Lpω (Rn) .

Exploitons maintenant la relation (4). D’une part, pour f, g ∈ K(Rn), on a

χ(f ∗ g) =
∫

Rn

f ∗ g(x)β(x)dx =
∫

Rn

∫

Rn

f(t)g(x)β(x+ t)dtdx. (5)

D’autre part

χ(f)χ(g) =
∫

Rn

f(t)β(t)dt
∫

Rn

f(x)β(x)dx

=
∫

Rn

∫

Rn

f(t)g(x)β(t)β(x)dtdx. (6)

Comme l’espace des combinaisons linéaires de fonctions de la forme u ⊗ v, où
u, v ∈ K(Rn), est dense dans Lpω⊗ω (Rn ×Rn), on déduit de (5) et (6) que l’appli-
cation (x, y) 7−→ β(x+ y) est dans Lq

(ω⊗ω)
−q

p

(Rn × Rn) et que β(x+ y) = β(x)β(y)

presque partout. Et l’on a ce qui suit.

Proposition 3.1. Soient p ∈ ]1,+∞[ , Ω une famille m-convexe de poids sur Rn

et ω ∈ Ω. Alors une forme linéaire, sur Lpω (Rn) , est un caractère si, et seulement si,
il existe une fonction β ∈ Lq

ω
−

q

p

(Rn) vérifiant

β(x+ y) = β(x)β(y); presque partout

et telle que

χ(f) =
∫

Rn

f(x)β(x)dx; pour tout f ∈ Lpω (Rn) .

Preuve. Il reste à montrer que s’il existe β ∈ Lq
ω
−

q

p

(Rn) telle que

χ(f) =
∫

Rn

f(x)β(x)dx; pour tout f ∈ Lpω (Rn)
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et
β(x+ y) = β(x)β(y) pour presque tous x et y,

alors χ ∈ M (Lpω (Rn)) . La relation (5) montre que, pour tous u, v ∈ K(Rn), on a

χ(u ∗ v) =
∫

Rn

∫

Rn

u(t)v(x)β(x+ t)dtdx

=
∫

Rn

∫

Rn

u(t)v(x)β(t)β(x)dtdx = χ(u)χ(v).

Et on conclut par le fait que K(Rn) est dense dans Lpω (Rn) .

Remarque 3.2. La condition ω
1

1−p ∈ L1 (Rn), pour tout ω ∈ Ω, est superflue

dans la proposition 2.5. En effet, s’il existe ω ∈ Ω telle que ω
1

1−p /∈ L1 (Rn). Soit
χ ∈ M (Lpω (Rn)) . Alors, d’après la proposition précédente, il existe une fonction
β ∈ Lq

ω
−

q

p

(Rn) vérifiant β(x+ y) = β(x)β(y) presque partout et telle que

χ(f) =
∫

Rn

f(x)β(x)dx; pour tout f ∈ Lpω (Rn) .

Posons ψ = |β|−p ω. Alors ψ
1

1−p ∈ L1 (Rn). Par ailleurs

β(f ∗ g) = (βf) ∗ (βg); pour tous f, g ∈ Lpω (Rn)

De plus Lpψ (Rn) = Φ (Lpω (Rn)), où Φ(f) = fβ, pour tout f ∈ Lpω (Rn) . Il s’ensuit

que
(
Lpψ (Rn) , |.|ψ

)
est une algèbre de Banach. Donc, d’après la proposition 2.5., il

existe une constante c(ψ) > 0 telle que

ψ
1

1−p ∗ ψ
1

1−p ≤ c(ψ)ψ
1

1−p .

Mais
ψ

1

1−p ∗ ψ
1

1−p = |β|q
(
ω

1

1−p ∗ ω
1

1−p

)
.

Donc
ω

1

1−p ∗ ω
1

1−p ≤ c(ψ)ω
1

1−p .

Remarque 3.3. Pour α > n
2
, posons

ωα(x) =
(
1 + |x|2

)α
and Ω =

{
ωα : α >

n

2

}
.

Un calcul simple montre que, pour α > n
2
, il existe une constante c(α) > 0 telle que

ω−1
α ∗ ω−1

α ≤ c(α)ω−1
α .

Comme dans la proposition 2.1, on montre que

|f ∗ g|ωα
≤ c(α)

1

p |f |ωα
|g|ωα

; f, g ∈ LpΩ (Rn) .

Donc, sans perte de généralité, on peut supposer que
(
LpΩ (Rn) ,

(
|.|ωα

)
α>n

2

)
est une

a.l.m.c. complète. Comme K (Rn) est dense dans L1 (Rn) et K (Rn) ⊂ LpΩ (Rn) ⊂
L1 (Rn) , pour α > n

2
, le spectre global M (LpΩ (Rn)) , de LpΩ (Rn) , est homéomorphe

à Rn. Plus précisément, comme pour L1 (Rn) , à tout caractère continu non nul de
χ, de LpΩ (Rn) , correspond un unique t ∈ Rn tel que χ(f) = Ff(t), où Ff est la
transformée de Fourier de f.
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