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共通分々解が成立つ環に就いて II.

森新治郎

（昭和・18年 5月 4日受附）

同じ標題の前害(1)に於て，著者はイデヤ JVの共通分々解が成立する充分條

件として，次の二條件を學げた。

I'. 素イデヤ JVの連鎖 P1C P2こ…の有限性。

II. イデヤ JV商の連鎖 aC a : 01 C a : b沖2こ…の有限性。

而して上の面條件が必要條件であることをも論じた炉夏に上の二條件が獨立

であるか，否かを明にしようと努めたが，未だ徹底的な解決には逹してゐな

い。この目的の為に，某本の環 3は蹴位元素を有するとし，條件 I'を次の

やうな條件 Iで置き換へ，

L 素イデヤ JVの連鎖柘 Cp2C…c3は高々 aJ十1なる順序型を有する。

換言すれば， Pを 3 と違った素イデヤJVとするとき，素イデヤJVの連鎖

柘ClJ2C… Cpは有限で終る。

この新しい條件 Iと條件 IIとから， 3に於てイデヤ JVの共通分々解の成立

を證明するのが本論の目的である。素イデヤ JVの連鎖が，更に複維なる順序

型を持つ場合に就いては，他日諭ずる。斯くして條件 IIのみを椴定すれば，

共通分々解が可能であることを，明にし得ると豫想してゐる。

本論に於て共通分々解と言へば，常に強準素イデヤJVに由る共通分々解を

示すものとする。

,
＂
 

文
'
~
、
<
改
ぶ
，

豫備定理

目的の主要定理を證明するために，先づ某本の環 3は可換で，箪位元素を

持ち，且つ次の二條件を満足するとして，その諧性質を考察することが必要

である。

條件 IPを 3とは違つた索イデャ）V とすれば，素イデャルの連鎖 Piこ

恥こ••• こPは有限で終る。

(1) S. Mori: 本紀要， 11(1942), 129. 

(2) 森新治郎： 本紀要， 12(1943), 205. 
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條件 II イデャ炉商の連鎖 aca: 61 Ca: b世2こ…は有限で終る。

定理 1. 3に於て箪位元索の存在は椴定せず，條件 IIのみを椴定し， a

を 3の任謡のイデャ炉とすれば， aを含む最小素イデヤJV(!)が;{?在し，有限

の正整薮 nに到して p吋 Sa なる閥係を満足し，而も Pと一致するか，又

は Pに含まれないイデヤJV tがある。

證 aに尻する半素イデャ;v<2)をりとすれば，次の二つの揚合が考へら

れる。

I. IJが素イデヤJVなるとき。 明かにりは aを含む最小素イデヤ lレであ

るから，り=pと置く。若し aが準素イデヤ JVでないならば，

h1乃 ea , h1 e p , h1 $ a , r1 $ t1 

なる二元素 h1,r1があるから，

a c 01 = o : (r1) , 01 Sp 

なる闊係を得る。その上 Pは田に属する半素イデャJVである。 f,¥J01が準

素イデヤJVでないならば，

h心 e01 , h2 e p , h2 $ 01 , r2 $ p 

なる二元素 h2,r2があり，

o C 01 Co戸釘： (r2) = o : (r1r2) Sp, r1r2 $ P 

なる闊係を得る。然し條件 IIに由れば，この操作は有限回で終らねばなら

ないから，

(1) Om=o:(r)Sp, r=r心… rm$P・

なる％は遂に Pに屈する準素イデヤJVとなる。 o,,,.=pならば， (r)=rと骰

いて

図 ~a, r手p

となつて，定理は成立する。次に OmCPなる場合を名察する。 Pは％に愚

する半素イデヤJVであるから， hiE P, h~ も知なる元索 hiをとれば， hiは Om

に閥して器零である。又％は準素イデヤJVであるから OmC ai=am: (hD s; p 

であつて， Oiは Pに屈する準素イデャJVである。 Oiが Pと一致しなければ，

この手績は繰速される。故に條件 IIに由て遂に

(1) 烹イデヤル Pが aを合み， P と 0 との間に素なる中間イデヤルがないとき， P を aの

最小素イデヤルといふ。

(2) aに闘して鞣零である凡ての元素の集合りは， aを含む牛素イデャルである。こ：りを a

に属する字素イデヤルといふ。
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i1 =a~= am : (h') , h'= h~h; • • • h~$ am , h'E l) 

なる元索 h'か得られる。この結果と，％が準素イデヤ JVであることから，

(2) am C ql = am : p S p 

を得る。而して qlも亦準索イデヤ JVである。 (1)と (2) とから，

(3) aCq1=a:(r)p, r$p:a が準素でないとき，

(3') a C q1 = a : J.1 : a が準素なるとき。

此艇で qlIま Pに風する準素イデヤJVであるから，前と同様にして

(4) qr C qz=q1: 炉=amポ=a:(r)兄 rりp:a が準素でないとき，

W) qlご 伽=qr:p=a: 吋 ：a が準素なると苔。

條件 IIに由て，この操作も亦有限回で終るから，途に

p=qn-1=a:(r)p"-1 r$μ 又は p=qn-1=a; 忙―1

に逹する。即ち P冗三 a,r中Pなる閥係を得る。而して tは Pと一致する

か，叉は Pに含まれないかである。

II. りが索イデヤ JVでないと送。 條件 IIから，

(5) p=fJ:(r。)， r。痒 P

なる元素 r。が存在する。 この素イテヤ JV.Pは明かに 0 を含む最小素イデ

ャ戸である。りに屈しない Pの元素 pに到しては， pr。Eり，従つて (pr。)8€ Q 

となるから， ru=r1と骰けば，イデヤJV商 01=a:(r1)は p"を含む。然し P

はりに属しないから，げも亦りに脳しない。従って PS は aに含まれな

いから

(6) a C a1=a: (r1)三j.J, r1命p'PSE 01 

となる。 この闘係から， 01 の半索イデヤ JV91に針して， pE f)lとなるから，

炉こり1三Pである。り1か素イデヤ JVでないならは，り1に含咬れない Pの元

素 Pi に到して，前と同様に (p1r~) E 枷 r~$ p なる元素吋があり， (p1r~)t E 01 

となる。故に (rが=r2とすれば，

(7) 01 C屯=ctr:(r2)こP, r2 $ P, Pi命91, PiE02. 

面して P1 は 91 に合まれないから， 02の半索イデヤ JV 枷は Piを含みて，

りCfJ1こ枷三Pとなる。順次この操作を繰返して，條件 IIに由てり CfJ1Cl)2

C・・・C枷=,¥)を得る。故に Iに於て述べた結果から，

, (8) 戸＇三 a1c, r'中p

なるイデヤJV t1 の存在が明かになる。 (6) と (7) とから
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(9) 知 =a: (r1r2・・・ rk) , r1r2 ... r1c $ t1 . 

それ故に r=r'(r1r2... rk)と懺けば， (8) と (9)とから， t:'=j=pならは

戸 Sa, r中p

となる。又 r'=pならば， pn+l(r1…r1c)Sa。即ち定理は證明された。

一つの準素イデヤ JV qに凪する半菜イデヤJV りは素イデヤ JVであるから，

定理 1の第一の場合の證明に由つてげSqを得る。従って次の重要な定理

が成立つ。

定理 2. 可換環 3に於て，箪位元素の存在は似定されないで，條件 IIの

みが洲足されるならば， 3の糾素イデヤ JVは凡て強準素イデヤJVである。

定理~- 可換環 3に於て， JJl.位元索の在在は仮定せず，只條件 IIのみを

椴定する。 3のイデヤノV Q に｝蒻する半素イデヤ Jンをりとすれば，印三aな

る有限の正整敷 n加ある。

證 定理 1に由つて， aの最小素イデャだの存在は明かであるから，これ

らを柘，恥，恥，．．．とする。又定理 1から PI"'l丘三 a,r1中iiiなるイデヤ JVt1 

が見出されるから， aCa1=a :p炉三Pi(i=2, 3, ...)となる。．而して杓，枷…

は又 a1の最小索イデヤだになつてゐるから，前と同様に a1C a2_=aじpf'=

a:p『宵2s朽 (j=3,4, …)となる。然し條件 IIに由つて，この手績は有限

回で終らねばならないから，遂に

a1c-1=a :p門票...p;, 竺t12炉即ち rrn1Pr2... p~ 竺三a

なる闊係を得る。一方に於てり三柘 (i=1, 2, …， k)であるから， n=叫 +m2

+…+m1cと置けばり竺三 aとなる。

以下の定理に於ては，可換環］は箪位元素を持ち，條件 I及び IIを共

に満足するものとする。

定理 4. 可換環 3ヽが輩位元秦を持ち，條件 I,IIを瀾たせば， 3の任紅

のイデヤ JV Q (=i-'~) に凪する索イデヤ JV(l) の連鎖 P1C 恥 c ... の項敷に:{f

限であり，その隣接二項の間に aに凪する素イデヤ JVが快まれない。

證朽 (i=l,2,…)は 0に風する索イデヤ JVであるから，

(1) Pi=a: (di), diもa(i=l,2, ...) 

(1) aを 3 と異なるイデヤルとし，一つの素イデヤル Pに封して ¥)=a:(cl), d¢a trる元索

dがあれば， Pを a に腸する素イテ｀ャルといふ。
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なる元索 di,d2, …がある。 aに凪する系イデヤ JVの連姐柘 C+12こ...から，

イデヤ JV b(l) 

b=(汎転恥，．．．）

を作れば，定理 1に由つて bの最小素イデヤだかある。その一つを Pとす

れは，

(2) b Sp, 朽CP2ご杓 C…Cp.

若し bCpとすれは， bに含まれない Pの一元索 pに討して，定理 1に由

つて pp'Eb,p海 bなる元素 p'茄存在する。然し pp'Ebから，上の連鎖の

一つの索イデヤ JV 比に蜀して pp'EPa なる関係が成立つ。従つて P は b

に含まれない椴定から p'吋 aSbとなつて矛厨を生ずる。故に

(3) b=p. 

P内に一元素 p を任政に取れは， (3) より PE和を得る。此虞で加は

(2)の一つの素イデヤ JVであるから， (1)に由つて pdaEa, d註 aとなる。故

に P内の元素は凡て a に闘して害因子である。然しi段定に由つて 3は箪

位元素を持つから， +J* -~ でなくてはならない。そうでないと，上の結果か

らYt'L位元素が a に購して雰因子となり，従つて a=S、なる矛盾を生ずる。

斯< pC.Jであるから，條件 Iに由つて，連瑣 (2)は有限で終る。故に (3)

から Pは aに屈する一つの最大素イデヤJVでなくてはならぬ。

(4) b。=a:μ
とすれば，且りの結果に由つて， b。に屈する素イデヤ JVは Pを箕部分として含

まない。今μ'=訓： (d') ::::> +¥ d'$ b。なる素イデヤ JV p'がありとすれば， (4)

から p'=a:(d')む::,p, 従って d'$b。と (4.) とから (d')応にaとなって， Pを

含み aに凪する索イデヤJVがイf在することになる 0 これは Pが aに凪す

る最大素イデヤJVである前の結果と矛眉する。それ故に b。に屁する素イデ

叩 Vは Pを含まない。次に Pか b。に属するとすれば， p=b。:(d'), d海 b。な

る元素 d'がある。再び b1=b。:p=a濯とすれは，前と同様に b1に凪する

索イデヤ JVか Pを含むことはない。而して d'痒b。から b。Cb1 を得る。 P

ヵ~b1 Iこ厨ずるとすれば，同様に b1C b2=b1: p=a: p3なる閥係を生ずる。然

(1) (¥:11, +'2, 朽，．．．）は，イデヤ Jし ¥Ji (i=l, 2, 3, ...)から取り出した，任意の有限個の元素の和

Pi,+ 1!i,+ "" +Pi,. として表される凡ての元素の集合を示す。 この集合は明かに一つのイデヤルであ

る。 E.Nocther: Math. Ann. 83 (1921), 30. 
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し條件 IIに由つて，この手紙は有限回で終らねはならぬから， bm+l=bm:p= 

Q :pm+2=如=a:p"叶 1となつて， Pは b加に風しなくなる。

一方に於て (2)の一つの素イデヤJVを柘 (Cp)とすれば， +¥=a:(di) Cμ 

に由つて， (di)p"叶 1事a となり， PiC p から柘=a : (di)Pm+l を得る。即ち

p. = b,,, : (di)となる。故に (2)の内で Pを除いた他の凡ては如に属する炉

訓と同様にして， (2) の内で如に屈する最大の索イデャ炉 Paを求め得る。

然し Pは如に凪しないから，詢の結果に由つて Paご Pである。 +laと P

との間には aに属する素イデャだは存在しない。若し PaC Pil C pであって，

加 が aに属するとすれば，今得た結果から，辟は加に属し， Paが b、,n に

属する最大素イデ如Vになることと矛盾する。莉りと詞様にして b磁 ,=bm:μば,+1

= brn: +1炉+2 となつて， b切,~ 如で，その上 Paは b.,,,,に凪しない。而して (2)

から Pと Paとを除いた他の凡ては％に風する。又 (2)の内に b,111に属す

る最大索イデヤ炉四がある。更に四 C凡Cpであつて，その間には aに

凪する素イデヤJVは全くない。然るに條件 IIに由つて， a:pea濯 C"・C

a: μm+l Ca: 砂枷C ・・・なる連銀は有限で終らねはならない。故に aに）曲す

る素イデャだの連隕は有限個の項よりなり，その項の間に， aに）品する他の索

イデヤ炉を挟むことは出来ない。

上の定理を應用して，次の要川な定理を證明する(,

定理 5. 可換環 3 に於て，『M位元索の在在と條件 I,IIの成立とを椴定

すれば， 3の任意のイデヤJV Q に凪する素イデヤJVは有限個である。

證 定理 4に由つて， aに凪する最大素イデヤ JVがあるから，これらの

凡てを

(1) 枷，加，枷，．．．

とすれば，これらは互に他を含ます，その上加=a:(d1i),d1i$aなる元索 d1i

の存在から

a C a : t111 C a : J.l11P12 C a : p曲呻13C…

なる闘係を生ずる。條件 IIに由れば，この連隕は有限で終らねばならぬ。即

ち aに属する最大素イデ切V (1)は有限であるから，その総敗を附とし，

(1) 約 を bmに属し， Pに含まれる素イデヤルとすれば， pこp。=bm:(d。),d。（いmとなる。然し
Pは％に属しないから p:::,μ。である。 ¥)0=a:(d。μm+l),(d。)p町 1生aから Poはaに属する一つ
の素イデヤルに合まれるが， a に局するや否やは不明である。
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(2) aCa:j.JuC…C (1: P11P12 ... +11n, = 01 

と置く。次に加を 0に局する (1)以外の素イデヤ JVとすれば，加=a:(dij), 

dい llなる元素心の存在から， P叫）11… l-l1n,(di§) S 0となる。又 Pnl-112・・・ P恥

は加に含まれない元素を持つから四=a:(dij)加枷… Pin,=01: (dii), dijも伍

となる。故に枷は 01に屈する。それ故に aに属する凡ての素イデヤJ又か

ら， (1)に屈するものを除いた残りのものの最大を，定理 4 に由つて求める。

これらを

(3) 知， P22,転，．．．

とすれば，互に他を含まず，その凡て加山に屈する。松;=a1:(d2j), d2j心l11

なる元素心の存在から，

01 C CT1 : P21 C 01 : P21+J22こ…

を生じ，條件 IIからこの連鐵は有限で終る。従って (3)の素イデヤ炉継散

狗は又有限だ。それで a: +121P22…tl2n2=02とfi"1:く。前と同様に aに属する

凡ての素イデヤ炉から， (1)及び (3)に含まれるもの全部を除けば，残りは凡

て 02に胎する。而してこの残餘の素イデャ JVの内には最大なるものかあつ

て，打限個である。斯くして定理 4から， aに凪する索イデヤ JVの有限性は

明かである。

最後の豫備定理として次のものを學げる。

定理 6. 箪位元素を持つ可換環 3に於て，條仲 I及び IIが滴足される

とする。 Pを任店のイデヤ JV Q (土mに属する索イデャ JVとし， nを適営に

大きな正整敷とすれば，炉の中には p=o:(d),d$a なる閥係を満足する元

索 dはない。

證 a=!=~ であり討は箪位元索を持つから， aに凪する索イデヤ JVpは

3と違ってゐる。詭明のためには， Pの聯が常に p=o:(d),d$aなる元素

dを含むとすれば，矛盾の生ずることを示せば足りる。 a の半素イデャ JVを

り。とすれば，定理 3に由つてり『゚ So. 而してり。の最小素イデャJVの一つ

p。は Pに含まれる。 Pキ討であるから，條件 Iに由つて素イデ如Vの連鑽

1:JoC p'こ・・ベごPは有限で終らねばならない。り。は半素イデヤ炉であるから，(1)

枷=lJon).Jinl-)211... nl,Jn 

(1) 條件 IIが個定された環に於ては，牛素イデヤルは，その有限個の最小素イデヤルの共通分

として表される。 S. Mori: 本紀要， 11(1942), 130. 
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となる。朽に含まれない PoへP2ハ…ハ和の一元素 PIを取れば，條件 II

に由つて a:(P1)k'=a: (p1)k,-,.1=…なる正整敷 l臼が定まる。 この元素の聡

pf'から (a,P『)=a1を作り，その風する半素イデャ）V をり1とすれば，

開三01, f)。ごり1□PonlJ2n…ハ和．

故にり！が半素イデャJVなることから，

り1=PoハP2ハ・・・ハPnn +in n +112 n・ ・ ・ ハPin,,

此虞で加，枷，…，Pin,は凡て朽を含む。更に 1-12に含まれない +ionP:1ハ…ハ

加ハPnへ…ハJ.l1n1 の一元素を約とすれば，條件 IIに由つて 01:(炒）＝

叩（炉+1)=…なる正整敗島が定まる。前と同様にイデャ）V (01, p魯）＝曲を

作り，これに属する半索イデャJVを枷とすれば，

籾2s 02' り。こり1こ枷SlJoハ松ハ…ハPnn+1nn・・・n¥J1n_,・

従つて

恥=).Jon+J3ハ...ハPnハ+111n ... rヽ+lin,n P21 n +122ハ・・・ハ+12n2,

此慮で恥四，・・ ・+12n2 は凡て化を含む。この方法を繰返して， On-1:(p!n)= 

On-1: (p!n +l) =…， (qn-1, 心）=a几なる心の半索イデヤ）Vを加とすれば，

り:'n_S On, 

b。CfJ1C・..こfJn=¥JonPun・・・nP1n,n¥J21n・・・ヘP2n,n... ハPn1n・・・ハPnnn,

此虞で四，四，…， +Jnnれは凡て Pnを含む。

再び前と同様に加に属しない PonP12n・・・nP1n,n…np妬 n・・・nPnnn

の元素を取り，全然同ーな操作を繰返せば， p。を含まない索イデャ）Vの連鑽

+¥こ恥こ朽jkこ…を得る。 これらの素イデヤ炉から b=(柘，恥， i雇，…）を

作れば， bは又素イデャ）Vである。然し 3は箪位元素 eを持つから b=ート］

である。そうでないと eE恥...t となつて， Pii... tが松を含まない事宜と矛

盾する。故に條件 Iから連鎖柘ご柘jC Piik ご・~・は有限で終り， b=p.1... s 

が上の連鎖の内で Poを含まない最大のものとなる。それ故に上述の方法を

有限回繰返して行へは・,am=(a, pや， p炉，…， P!.m)に恥する半素イデヤ）V 加が，

遂に p。と一致するに至る。そうでないと p。を含まない素イデヤ）Vの熊限の

連顕を生じて，前述の結果と矛応する。

次に p。に含まれない P内の一元素四+I を取り，條件 II に由つて

Om: (p~ 四i1)=am:(p如叫=... なる正鰍数 km+1 を決定し，これから吐1=

(am, P!"tじ）を作る。斯くすれば a記 ・1の半素イデャ）V f)m.+1に屈する一つの素



共通分々解が成 立 つ 環 に 就 い て

，
 

イデヤJV p~ は， PoCJJ廷孔なる閥係を満足する。前と同様の操作に由つて，

Om+切 ,=(a,pや， p魯，...,p: 記， p伽，...,p~ 芦芦＇）の半素イデヤ JV りm+m'Iま凶と一

致するに奎る c 證明の初めに述べた通り、lJoC:P~Cp炉'C … C なる連卿ま有

限で終つて， Pに逹するから，以上を鰐めて次の開係を得る。

(1) { 
Ot= (a, pや， pが，…， P:t), Oi+l = (ai, p御），

ai: (p罰）＝釦： (p:it1+1)=・・・(i=O,. 1, 2, ... , t-1). 

01に屈する半素イデャJVをりtとすれば，

(2 )'f.J戸Saこ!Jt'!Jt= p. 

最初の椴定に由つて P叫は， μ=a:(d),dけなる元素 dを含むから， (1)

と (2) とより

(3) d=a+a詞 +a2碕＋…+a加， aEa 

となる。いの雨漫に Prを乗ずれば， (d)pSaに由つて， atp:1+1E 01-1を得る。

故に (1) から atp~t E位 1となり， (3)は

(4) d=a守 a⑯ +a詞＋…十a;_1p:~tiー1, a'Ea 

と書き改められる。此の操作を繰返して，最後に

d=a<t), a<0Ea 

なる矛厖に達する。即も定理は證明された。

主要 定理

前節に於て，必要な豫備定理が凡て逮べられたから，本論の目的である次の

主要定理の證明は容易である。

主要定理可換環 3に於て，箪位元素の存在と條件 I及び IIの成立とを

椴定す礼ば， 3の凡てのイデャ炉は弧準素イデヤ炉の共通分として表される。

證 aを討と違った 3内の任滋のイデヤJVとすれば，定理 5に由つて。

に属する素イデャ炉は有限である。今これらの凡てを柘， J.12,••• , 比とすれば，

(1) 柘=a:(d.), di$a (i=l,2, ... ,n) 

なる元素 diが仔在する。加を適嘗に大きな正整敷とすれば，定理 6に由

つて， (a,炉）は (1)の如き元素ルを含まない。そうでないと d註 0 から

di-a卑a,d、-aE碍， aEa なる元素 d.-aに到して柘=a:(di-a)となつ

て，定理 6に矛眉する。

次に Piの元素であつて，柘外の元素との積が (a,p戸）に含まれるやうな
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元素の集合を qiとすれば， qiIま (a,j.1戸）を含む最小の強準素イデヤ JVであ

る。若し qiが (1)の閥係を満足する元素 diを含めば， rd匹 (a,p';i), r $柘

なる元素 rが存在して， (1)から rd浅 a,柘(rdi)Sa となる。 diの性質と

r$柘とから，柘=a:(rdi) となつて，前に得た結果と矛盾する。故に qiは

(1)のやうな闘係を油足する元素 diを含まない。

上の如くにして得た凡ての強準素イデヤ JV ql, q2, …，qnから

(2) b=q1nq2n・・・nqn 

を作れば，明かに瓦2aである。もし b:.::J aであるならば，條件 IIに由つ

て， aに属しない bの一元素 dに封して p=a:(d), dいなる関係を得る。

而して素イデヤ JV pは 0 に屈すること＼なる。従つて Pは朽，柘，…，Pnの

内の一つと一致する。然し一方に於て deqi (i=l, 2, …，n)であるから，上述

の qiの性質に由つて Pキ柘 (i=l,2,…， n)でなけねはならぬ。これは矛盾

である。それ故に b=aであるべきだ。即ち主要走理は證明された。
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